UPMC 2016-2017 Analyse vectorielle (2M150)

Examen

L'examen est prévu pour une durée de 2 heures. Les documents ainsi que
les téléphones, calculatrices et ordinateurs sont interdits. Les exercices sont
indépendants. Il en est de méme pour les questions a l'intérieur des exercices.
Une attention particuliére sera portée a la rigueur des réponses.

Exercice 1 On considére le demi-disque représenté sur la figure 1 et défini par
D = {(z1,22) € R? : 2} + 2} <1, 71 < x2}. On introduit également la fonction

R? — R,

(21, 22) — 23 exp(x122).

f:

FiGure 1 — Domaine D (en pointillés) de frontiere € (en rouge)

1.1. Donner les coordonnées cartésiennes et polaires des points A et B.
1.2. Donner un paramétrage en coordonnées polaires du domaine D.
1.3. Donner un paramétrage direct du contour %.

1.4. (a) Rappeler l'aire du demi-disque D.
(b) Redémontrer ce résultat en appliquant un théoréme du cours.

(c) Déterminer les coordonnées du centre d'inertie de D.

1.5. (a) Déterminer le gradient de la fonction f que l'on notera U = V f.
(b) Que vaut la circulation du champ U le long du contour €7

(c) Calculer le laplacien de f.

1.6. (a) Justifier U'existence de la ligne de niveau 1 de la fonction f.

(b) Identifier cette ligne de niveau et la dessiner.
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Exercice 2 Soit U le champ de vecteurs défini sur R? par :

2
1T
(z1,29) € RZ— [ 572 .
2.1. Calculer la divergence et le rotationnel du champ de vecteurs U.

2.2. Justifier que U est un champ de gradient.

2.3. Déterminer le champ scalaire f tel que U =V f.
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L2

X1

FiGure 2 — Courbe % (en rouge)
Exercice 3 On considére la courbe € paramétrée par :

t — M(t), dvec Z1(t) = 2cost + cos(2t),
t € [0, 2], To(t) = 2sint — sin(2t),

et représentée sur la figure 2.

3.1. Dresser le tableau de variations du paramétrage.
3.2. En déduire que la courbe € est fermée.
3.3. Quels sont les points stationnaires de la courbe?

3.4. Que dire de la tangente a la courbe en t = %”?

3.5. Calculer la longueur de €. On rappelle que cos a cosb—sinasinb = cos(a+b).
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