UPMC 2016-2017 Analyse vectorielle (2M150)

Examen

L'examen est prévu pour une durée de 2 heures. Les documents ainsi que les téléphones, calculatrices et ordi-
nateurs sont interdits. Les 3 exercices sont indépendants. Tout élément de réponse sera pris en compte dans la

notation.

1 Une courbe paramétrée

Dans le repére orthonormé (O, e, e,), on considére la courbe € paramétrée par
3t 3¢

)= —— )= ——

W)= W=

On introduit également la fonction scalaire sur R? définie par f(x,y) = 23 + y> — 3xy.

t € [0, +o0l.

1.1. Préciser le gradient et la matrice hessienne de la fonction f.
1.2. Donner le tableau de variations du paramétrage ¢ — (z(t), y(t)).
1.3. Justifier qu'on peut considérer que la courbe € est fermée (ce que lon fera par la suite).

1.4. Montrer que la courbe % est incluse dans une ligne de niveau de la fonction f.

1.5. La courbe ¥ peut-elle étre la courbe représentative d'une fonction d’'une seule variable ? Argumenter.

1.6. Prouver que le point A de coordonnées (%, %) appartient a la courbe %.

1.7. Déterminer une équation de la tangente a € en A.
1.8. Donner une ébauche de la courbe ¥.

1.9. Soit D le domaine borné délimité par la courbe €. Calculer l'aire de D.

On précise que 2'/3 ~ 1.3, 22/3 =~ 1.6 et 2=/3 x~ 0.8 pour aider au tracage.

2 Un champ de vecteurs

— 2y
L i + 3
On considére le champ U =
Z1
z? + a3
2.1. Que vaut le rotationnel de U?
2.2. Calculer la circulation de U le long du cercle de centre O et de rayon 17?

2.3. Peut-on déduire de la question 2.1 que U est un champ de gradient?

3 Des fonctions particuliéres

Soit o € R. On considére une fonction scalaire f admettant des dérivées partielles sur Q = R?\{(0,0)} et les deux

affirmations suivantes :
V(z,y) € QVt>0, f(te,ty) =t f(z,y);

of

%)
Y (0.0) € 0 a5t (e.0) +yg(n.0) = af(w)

0

3.1. Prouver que (H) = (H'). On pourra dériver l'égalité par rapport d t.

3.2. Prouver que (H') = (H). On pourra étudier, ¢ X = (x,y) fixé, la fonction Gx (t) = & f(tz, ty).
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