UPMC 2015-2016 Analyse vectorielle (2M156)

Corrigé de la deuxiéme session

Exercice 1

T
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FIGURE 1 — Exercice 1 : domaine D de frontiére €

1. (a) Les fonctions t — x1(t) et t — x2(t) sont dérivables sur I, avec z7(t) = 1 — cost > 0 et z4(t) = —sint.
D’oi le tableau de variations suivant, :
t 0 T 2m
' (t) 0 + 2 + 0
2m
0
2 2
T \ /
0
() 0 - 0 + 0
z5(t)

FIGURE 2 — Exercice 1 : tableau de variations du paramétrage de %,

(b) On a: A(m,0), B(0,2), C(2m,0) et D(27,2). De plus, on a B =M(0), A = M(x) et D = M(27).
(c) %o est parcourue de B vers D.

2. Commengons par calculer la longueur de %p. Comme %, correspond & la courbe paramétrée ¢ — M(t), on a :
2
= [ I e
0277 27
:/O \/(1—cost)2+sin2tdt: V2(1 —cost) dt

0
27 t 27
:/ \/4sin27dt:/ 2
0 2 0

T 4
(par parité) = 4/ sin 3 dt = 8.
0

t
in—|dt
sm2‘

On a alors :
|€¢| = 60| + OB+ OC + CD = 12 + 2.
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3. On introduit le champ de vecteurs V(z1,x3) = <£ ) D’aprés le théoréme de Green-Riemann, en orientant 4
1

|D|:// dxldxgz/ V- dM.
D €

On paramétre le segment [OC] par {(¢,0), t € [0,2n]}, [CD] par {(2m,t), t € [0,2]} et [BO] par {(0,2—1¢), t €
[0,2]}. Dou :

o0 Qe ) (e ) (4o () (i)

2m 2 2m
1-— 2t
:47r+/ (t—sint)sintdt:47r+[—tcost]%”—i—/ costdt—/ 1= cos(2)
0 0 0

dans le sens direct, on a :

5 dt = .

4. Déterminons la valeur de la circulation de Uj le long de €4 orientée de B vers A.

h= U aM= L (xfffilw) ' (”223) &

K
= / e® Myl (1) — tsint + sin?t — tcostsint + sin? t cos t dt

0
t sin(2t)  (t—1)cos(2t) sin®t]"
= lem® 4 (t—1)cost + = —
[e +( ) cos +3 TR 1 +— .
T (m—1)—-1 T 3
—e —(r— Dl I e T2
" —(m—1)+ +t5+ 1 )

Exercice 2
1. Le domaine D peut également étre paramétré par :

D={(x1,20) €R? : 1 <23 <2, 1—22 <y < y/4— 22

D’ou la figure :

FI1GURE 3 — Exercice 2 : domaine D

2. Effectuons un changement de variables en coordonnées polaires : x; = rcosf, o = rsinf pour r € [1,2] et
6 € [0, 7]. On a alors, par le théoréme de changement de variables puis par le théoréme de Fubini :

I ://\/xQ—l—dex dx ://
2 > 1 2 1 2

[1,2]x[0,7]

2
7
\/7“2><7"drd9:77/ r2dr:§.
1
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Exercice 3

1. Le domaine D est le suivant :

FIGURE 4 — Exercice 3 : domaine D

2. Par définition, on a :

oU- oU
V AU;s(x1,22) = %12(1'1,1'2) - 6—@1(:31,302) = —x% + 3:0% = 2:c§.

Equation cartésienne Equation paramétrique Sens

[AB] Ttz =1 (1—t,t),tel0,1] Direct
[BC] 9 —x1 =1 (t,14+1),t e [-1,0] Indirect
[CD] xo + 21 =—1 (t,—1—1t),t€[-1,0]  Direct
[DA] Tl — T2 = 1 (t,t — 1), te [0, 1] Direct

4. On applique le théoréme de Fubini en récrivant le domaine D :

D={(x1,22) ER?*: 0< 22 <1, 20— 1<y <1—2o}U{(1,22) €ER? : =1 <29 <0, —zp—1 <2y < 1412}

D’ou :
1 1—x2 0 1+x2
13://2.’1?%dx1d.’172:2|:/ x%(/ dxl)dxg—l-/ x%(/ d$1)d.’132:|
D 0 z2—1 -1 —zo—1
1 0 3 471 3 470 9
=4[ 22(1—zo)des+4 [ 221 dog =4 |22 22 4|22 220 2

Exercice 4

1. La fonction f est défini sur R?\{(z1,22) € R? : x129 = 1}, c’est-a-dire R? privé des branches d’hyperbole
x9 = 1/21 (voir figure ci-dessous). Cela découpe ainsi le domaine en 3 sous-ensembles D_, Dy et D,..

FIGURE 5 — Exercice 4 : ensemble de définition de f (R? privé des courbes rouges)
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2. Déterminons les dérivées partielles de f sur son ensemble de définition.

5‘f 1 1-— 122 + 1'2(331 + SCQ) 1 1 2 2 2 2 1
— = X — = 1 —— =0.
Bz (21, 22) s (wﬁ_wz >2 (1— z172)2 1_,'_1,% 1+$% + ] + 25 + 2775 1—&-3;‘%

171112

On remarque que la fonction f est symétrique en x; et xo. On en déduit que % = 0. Le gradient de f est ainsi
nul ce qui signifie que f est constante sur chaque composante connexe de son ensemble de définition.

3. Avec arctan 0 = 0 et arctan(++v/3) = +%, on vérifie que :
f(070) = 07 f(\/ga \/g) = -, f(_\/>7 _\/g) =T.

On en déduit que :
fipo =0, fip, =-m, fijp_=m.
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