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Chapitre 1

Polynomes

L'un des objectifs majeurs de ’analyse numérique est d’approcher des fonctions, qu’elles soient données ex-
plicitement ou solutions d’équations différentielles, tout en contrélant I'’erreur commise. Les fonctions les plus
"simples" a manipuler numériquement sont les polynémes. En stockant les coefficients d'un polynéme, on dis-
pose non seulement de valeurs en des points déterminés, mais surtout d'un comportement général : un dévelop-
pement limité est la donnée d'un polynéme dont le comportement est le plus proche de la fonction au voisinage
d’un point fixé. Lerreur commise est alors de I'ordre du degré du polyndome.

Le but de ce cours est de redonner les définitions utiles et les théorémes fondamentaux liés a la théorie des
polyndmes, puis de rappeler quelques applications importantes a I’analyse numérique.

1.1 Généralités
1.1.1 Définitions

Définition 1 Soit K un corps. Un polynéme P sur K est une suite d’éléments de K dont tous les termes sont nuls
a partir d'un certain rang. On appelle degré de P le rang du dernier élément non nul de la suite. Ce terme est
appelé coefficient dominant.

On note X le polynéme (0,1,0,0,...). Si P = (pg, p1,---, Pn,0,0,...), on introduit la notation équivalente :
+00 k n k
P=) piX'=) peX".
k=0 k=0
On note alors K[X] I'’ensemble des polyndmes sur K. X est appelée I'indéterminée. On munit K [X] de I'addition
suivante :
+00 k +00 k +00 k
P+Q=) piX"+ ) X" =) (pr+quX”,
k=0 k=0 k=0
et de la multiplication :
+00 " +00 % +oo [ k %
Px@=(zpkx )x(zqu ):z(zpiqk_i)x .
k=0 k=0 k=0 \i=0
Le degré de P + Q est au plus max (deg(P),deg(Q)). Celui de P x Q est deg(P) x deg(Q).

Définition 2 Un polyndme est dit unitaire si son coefficient dominant vaut 1.

n
Définition 3 On associe a un polyndome P = ) ppX ¥ € K[X] la fonction polynomiale P définie par :

k=0
K — K
~ n f
k=0

En toute généralité, il faut veiller a ne pas confonfre polynéme et fonction polynomiale, notamment dans les
corps finis. Sur R et C et sur tout corps infini, on peut identifier P et P. On se place dans la suite dans ce dernier
cas.



1.1.2 Polynomes dérivés

n
Définition 4 Soit n € N*. On définit le polynéme dérivé de P = ) pi X ko pn #0), noté P’, par la formule :
k=0

n n—1
P'=Y kpeX¥ 1= Y (k+ Dpra x*.
k=1 k=0

Si P = py, alors P’ est défini par: P’ =0.

Si P est un polynome de degré n = 1, alors P’ est un polynome de degré n — 1. On définit alors par récurrence les
polynoémes dérivés d’ordre k par :

o PO =p;

o PU=p/;

e pour k> 1, P*+D = (pW)’,

Propriété 1 La formule de Taylor pour les polyndmes est exacte, au sens ol le reste est nul. Plus précisément, si
P est un polyndéme de degré n, alors on peut écrire, pour tout a €K :

n P(k) (@)

X -a)k.
k:0 k-

On a de méme la formule de Leibniz pour les polynémes : si P et Q sont deux polynémes, on a:

n

PQ™ =3

k=0

n

po o=k
L

1.1.3 Arithmétique sur 'anneau des polyndomes

Propriété 2 Pour tout couple de polyndmes (A, B) de K[X], il existe un unique couple de polynémes (Q, R) véri-
fiant :
A=BQ+R avec deg(R) <deg(B).

Q est appelé quotient et R le reste de la division euclidienne de A par B.
Si R=0et A= BQ, on dit que B divise A, ou, de maniere équivalente, que A est un multiple de B.

Définition 5 On appelle pged de A et B le plus grand diviseur commun a A et a B, i.e. le polyndme unitaire de
degré minimal de 'ensemble {AU + BV | U e K[X], V e K[X]}.

En particulier, pgcd(A, B) divise A et B. Réciproquement, si D divise A et B, il divise pgcd(A, B).

Les principaux théorémes (Gauss, Bezout, ...) de 'arithmétique des entiers s’appliquent aux polyndémes.
Définition 6 Deux polyndmes sont dits premiers entre eux si leur pgcd vaut 1.

Définition 7 Un polyndme P est dit irréductible sur K s’il n”’admet comme diviseurs unitaires que 1 et lui-méme
divisé par son coefficient dominant.

Théoréme 1 Les polynomes irréductibles sur R sont les polynémes de degré 1 et les polynomes de degré 2 de discri-
minants négatifs.



1.1.4 Racines

Définition 8 On dit que a € K est une racine du polynoéme P si P(a)=0.
Propriété 3 « € K estracine de P si et seulement si P est divisible par (X — a).

Définition 9 On appelle multiplicité de la racine a € K de P le plus grand entier k tel que (X — a)* divise P et
(X — a)**! ne le divise pas.

Propriété 4 « €K est racine de P de multiplicité k si et seulement si a est racine de tous les polyndmes dérivés
de Pjusqu'alordre k—1, i.e. P(@) = P'(@) =...= P* V() = 0.

Une racine est dite simple (resp. double) si elle est de multiplicité 1 (resp. 2).

Théoréeme 2 Un polyndéme de degré n a au plus n racines.

1.1.5 LespacelK,[X]

Définition 10 On note K,[X] '’ensemble des polynémes de degré inférieur ou égal a n € N. K, [X] est un espace
vectoriel sur K de dimension n + 1.

En tant qu’espace vectoriel de dimension finie, K, [ X] admet une base. La formule de Taylor montre que la famille
((X —a) k) k<p €N EStUne base. Plus généralement, toute famille de degrés étagés inférieurs a n et de cardinal n+1
est une base de ;[ X], i.e. si une famille (Py) ., vérifie deg(Py) = k, alors c’est une base de K, [X].

1.1.6 Théoreme fondamental

Définition 11 Un polynome P € K[X] est dit scindé s'il existe A € K, (ay,...,ap) € K? et (my,..., mp) € NP” tels
que:

p
P=A]]X—ap™.
k=1

p
On a en particulier : Z my. = deg(P). my est alors la multiplicité de la racine a.
k=1

Théoréme 3 (D’Alembert - Gauss) Tout polynome est scindé sur C.

On peut reformuler le théoreme précédent en affirmant que tout polynéme sur C admet au moins une racine et
donc que tout polyndme de degré n admet exactement n racines complexes. Ce résultat est faux sur R.
1.1.7 Exemple:les polynémes de Sturm

Soient deux suites de réels non nuls (a;) et (b;). On définit alors la suite (P;,) par :

Po=1, P=a;—X, Yn=2, P,=(an—X)Py_1—b3P,_».
Montrer que P, est un polynéme de terme dominant (—1)" X",
Montrer que lim P,, = +co0.
—0o0

Soit n = 2. Montrer que si A estracine de P;, 1 <i<n-—1, alors P;_1 (A1) P;+1(A) <O0.

- W o

Démontrer que les zéros de P, sont simples, réels et séparés par les zéros de P;,_;.



1.2 Applications

1.2.1 Polynémes orthogonaux dans les espaces a poids

a et b désignent deux éléments de R=RU{—00, +o0}, avec a < b.

Définition 12 Soit » une fonction positive sur I'intervalle (a, b) telle que x — x*w(x) soit intégrable pour tout
k €N. On pose alors :

b
L2(a,b) = {f: (a,b) = R | f w(x) f2(x) dx existe}
a
w est appelé poids de I'espace.

Propriété 5 Lespace £2(a, b) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire :

b
(f,g)w=f w(x)f(x)gx)dx

et la norme induite.

Définition 13 (P,) est une suite de polyndémes orthogonaux si :
e VneN,deg(P,)=n;
e Vm#n, (Py,Pn)y=0.

Propriété 6 Pour tout n € N*, (Py,..., P;) est une base orthogonale de R, [X] et P, € R,,_; (X]L.
Théoréme 4 Pour tout n € N*, P,, a n zéros distincts dans ] a, b|.

Théoréme 5 1l existe une suite de polynomes orthogonaux pour le poids w, unique a une constante multipli-
cative pres. Cette suite vérifie une relation de récurrence du type :

P, = An((X_ Bp)Pp-1— Cnpn—Z) ’

ol By, et C,, sont donnés par :

_ (XPn—l;Pn—l)w

_ (XPn—ern—Z)w
I Pp-1ll2 '

n
1Pn-2ll?,

n

1.2.2 Résultats de convergences

On rappelle ici deux résultats de convergence de suites de polynémes dans £*°(a, b) et dans ,‘ff)(a, b).

Théoreéme 6 (Weierstrass) Pour toute fonction f continue sur [a, b), il existe une suite de polynomes qui converge
uniformément vers f.

Théoréme 7 Soit f € £2(a, b). Alors il existe un unique polynéme Q,, € R, [X] tel que :

If—Qnllo=_inf |If—-Ple.

PeR,[X]

Le polyndéme Qy, est défini par :
n
y , P
Qn _ (f k)w p

i=o I1Pall?

oit (Py) est la famille de polynémes orthogonaux de £2(a, b). On a alors :

0

n—+oo

If—Qnllw



1.2.3 Interpolation polynomiale

Le but de l'interpolation polynomiale est d’approcher des fonctions régulieres par des polyndmes en requie-
rant qu’ils prennent les mémes valeurs en un certain nombre de points. On formule le probléme dit de Lagrange
comine suit :

Probléme Soient ay, ..., a, n+1 points distincts de R. Soit f une fonction continue sur R. Déterminer
un polyndéme P de degré minimal qui prenne les mémes valeurs que f aux points (4;).

Justifions tout d’abord I'existence et 'unicité d'un tel polyndme. Pour cela, considérons I'application linéaire :

R[X] _)Rn+1
?\ p—(Pao,.... P(an)

Pour que ¢ soit un isomorphisme, il faut que les ensembles de départ et d’arrivée soient de méme dimension,
donc n+ 1. On considere donc la restriction ¢, de ¢ au sous-espace vectoriel de dimension n+ 1 R,[X] des
polynomes de degré inférieur ou égal a n.

Montrons que ¢, est bijective. Pour cela, montrons que I'application linéaire est injective : si ¢, (P) = 0, alors
P(a;) =0 pour tout 0 < i < n. Comme tous les a; sont distincts, on en déduit que P de degré n admet n+1 racines
distinctes. P est donc le polynéme nul et ¢, est injective, donc bijective car R, [X] est de dimension finie.

Ainsi, pour tout vecteur de R"*!, il existe un unique antécédent par ¢,. En particulier, pour le vecteur de
coordonnées (f(ai))()sisn, il existe un unique polynéme P, de degré n tel que ¢, (P;) = (f(ai))0<isn’ i.e.tel que:

VO<is<n, Py(a;) = f(a;).

Déterminons ensuite une expression de ce polyndme. Mettons-le sous la forme :

n
P=) flapt;.
i=0
ou les polynomes ¢; sont de degré au plus n et prennent les valeurs 1 en a; et 0 en aj, j # i. ; Sannule en
ag,...,ai—-1,aj+1,..., ay donc est divisible (et méme proportionnel) par L; = H (X—aj).Dela condition ¢;(a;) =
0<j<n
J#i
1, on en déduit que :
i X- Clj
vVo<isn, ¥;= .
o<j<n @i~ 4j

Définition 14 Les polynomes ¢; sont appelés polyndmes de Lagrange et forment une base de R,[X]. P, est
appelé polynéme d’interpolation de Lagrange relatif a la fonction f et aux noeuds (a;).

Remarque 1 Numériquement, évaluer les polynomes de Lagrange sous la forme précédente est particulierement
instable et cotiteuse. On préferera utiliser les polynomes de Newton et les différences divisées.

Plus la fonction f estréguliére, plus 'approximation de f par P, est d’ordre élevé, comme en témoigne le résultat
suivant :

Théoréme 8 Soit f est de classe ¢"Y(a,b). On se donne n+1 points (a;) distincts de [a, b]. Alors, pour tout x €

la, b], il existe ¢y dans le plus petit intervalle ouvert contenant tous les points (a;) tel que:

1 n
f0) = Py(x) = mf(’”” €0 [Jx-an. (1.1)
: i=0



Le résultat précédent est cependant a nuancer dans la mesure ou il ne prouve pas la convergence de la suite de
polyndémes (P) vers f. On souhaite en effet diminuer I'erreur en augmentant le nombre de points, ce qui n’est

pas nécessairement le cas. Lexemple bien connu et mis en valeur par Runge est la fonction

5 pour laquelle

une interpolation a noeuds équirépartis dans [—5,5] diverge. De méme, Bernstein a montré que le polynéme
d’interpolation de x — |x| divergeait sur [0,1] pour les mémes noeuds. Les deux facteurs importants dans la
formule (1.1) sont d'une part la régularité de la fonction a interpoler, au sens ou il faut controler || f (n+1) [loo, €

n
H(x— a;)|| . Le premier point est difficilement maitrisable
i=0 oo
dans la mesure ol la fonction est donnée et non choisie. On montre en revanche pour le second point que le choix
des noeuds est crucial et permet dans un certain nombre de cas de garantir la convergence. Dans 'exemple de
Runge, en prenant pour noeuds les racines des polynomes de Tchebyshev, on a bien convergence du polynéme

d’interpolation. Ceci est vrai pour toute fonction réguliere f vérifiant (lsin(l) wf(6)Ind =0, ol wy est le module de

d’autre part le choix des noeuds pour controler

continuité de f [Bernstein, 1916].

Remarque 2 On parle d'interpolation d’'Hermite lorsque l'on impose non seulement au polynéme d’approxima-
tion de prendre les mémes valeurs que la fonction aux noeuds choisis, mais également d’avoir les mémes tangentes
en ces points (Hermite d’ordre 1).

On peut encore généraliser en imposant jusqu’a l'ordre k que P admette les mémes dérivées que la fonction aux
noeuds. Le polynéme est alors de degré (au plus) k(n+1) — 1.

1.2.4 Splines

Une autre branche de I'interpolation s’intéresse a 'approximation de fonctions non pas par un polyndéme,
mais par une fonction polynomiale par morceaux, appelée spline. Sur chaque sous-intervalle de discrétisation,
on approche la fonction par un polynéme. On impose ensuite des conditions de raccord aux noeuds du maillage
al’'ordreO, 1, .... Plus'ordre est élevé, plus le degré du polynome local I'est. Lapproximation n’est cependant plus
un polyndme en tant que tel (globalement).

Prenons par exemple le cas d'un intervalle [a, b], recouvert par un maillage xp = a < x; <... < x;, = b. On note
Ij =laj-1,a;j]. Un spline quadratique interpolant f est une fonction S définie sur [a, b] telle que :

o Set S sont continues;

* Sest polynomiale de degré inférieur ou égal a 2 sur chaque intervalle I} ;

e Vje{0,...,n}, S(xj) = f(x;).

On détermine alors S en utilisant la continuité et la dérivabilité qui fournissent des conditions de raccord. Les
coefficients sont donc liés par des formules de récurrence. Il reste deux parametres libres, ce qui justifie que
I'ensemble des splines quadratiques interpolant f est un espace affine de dimension 2.

1.2.5 Intégration numérique

On cherche dans ce paragraphe a approcher 'intégrale d'une fonction régulieére sur un intervalle de R. Plus
précisément, on cherche a déterminer les poids de quadrature (1;) et les noeuds de quadrature (x;) tels que la
formule :

b n
f w@®fdr = )Y Ajf(xj))+E(f) (1.2)
a j=1

soit d’ordre N, i.e. que la forme linéaire E s’annule sur Ry [X].

Propriété 7 Siles n points x1,..., X, sont distincts, il existe un unique choix de poids 11,..., 1, tels que la formule
(1.2) soitd’ordre n—1.

Les formules d’interpolation polynomiale fournissent des formules d’'intégration numérique : les formules
de Gauss résultent de I'interpolation de Hermite alors que les formules de Newton-Cotes proviennent de I'inter-
polation de Lagrange.



En effet, en se donnant une subdivision réguliere de [a, b], i.e. :

x]‘:a+j7,

on peut utiliser le polynéme P, d'interpolation de Lagrange de f aux points Xy, ..., xX,. Par la formule (1.1), en
intégrant, on obtient :

b
f FODE D (x) dx.
a

b n b
f fde= Zf(xj)f Ci(t)dt+E(f) avec E(f)= '
a j=0 a (n+1)!

Aj

Cette formule, dite de Newton-Cotes fermée, est exacte de maniere évidente sur R,[X]. On parle de formule
ouverte lorsque les points extrémes xy et x,+1 sont exclus de I'interpolation.
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Chapitre 2

Analyse Numérique Matricielle

2.1 Théorie Matricielle

Dans tout le chapitre, K désigne un corps, m, n et p des entiers naturels non nuls, E, F et G des K-espaces
vectoriels de dimensions finies respectives p, n et m et enfin % = (ey,...,ep), V = (e’l,...,e’n) et # des bases
respectives des trois espaces vectoriels E, F et G.

2.1.1 Matrice d’'une application linéaire

Définition 15 Une matrice de type (n, p) sur K est une application de {1,...,n} x {1,..., p} dans K qui a (i, j)
associe le scalaire m; ;. On représente cette matrice par :

mii mlp

mpyy - mnp

i est ainsil'indice de ligne et j I'indice de colonne.

L'ensemble des matrices de type (n, p) sur K est noté .4, , (K).

n
Définition 16 Soit f € £ (E, F). Pour tout j € {1,..., p}, f(e;) = Z aije;.. On appelle alors matrice de f dans les
i=1
bases % et 7 la matrice de coefficients (a; ), notée matq,y (f) € Mp,p(K).

La dimension de I'espace de départ est ainsi le nombre de colonnes et la dimension de 1'espace d’arrivée le
nombre de lignes.

Définition 17 Le rang d'une matrice est le rang des vecteurs colonnes de la matrice, soit encore le rang de I'ap-
plication linéaire associée.
2.1.2 Opérations matricielles

Propriété 8 ./, ,(K), munide 'addition (a; ;) + (b; ) = (a;j+ b; ;) et du produit externe A(a;;) = (1-a;;), estun K-
espace vectoriel, de dimension np et de base canonique la famille (E;;) définie par: V (r,s) € {1,...,n} x{1,..., p},
Ers= (5ir6js)~ !

Propriété 9 On considere deux applications f € Z(E,F) et g € Z(F,G), de matrices respectives maty, y (f) =
(aij) € Mnp(K) et maty 3 (g) = (bij) € Mm,n(KK). Alors :

n
maty,y (8o f) = (¢ij) € My p(K) OU ¢jj= ) birag;
k=1

lEsa pour coefficients 1 en position (r, s) et 0 ailleurs.
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Définition 18 Le produit BAde B = (b;}) € M n(K) par A= (a;j) € My p(K) estla matrice C définie par :
n
C = (¢ij) € Mmp(K) Ol ¢jj = ) bjra;
k=1

Définition 19 La transposée de la matrice M = (a;) € My, p(K) est la matrice ‘M= (aji) € MpnK).
Propriété 10 Pour A€ ., ,(K) et B€ My ,(K),ona: ‘(BA)="A'B.
Théoréme 9 Soient f € Z(E,F) et (x,y) € E x F définis par :
p n X1 N
x=) xpep et y=) ye) devecteursassociés X=| : |etY=
k=1 k=1

Pour A= maty,y(f),ona:
y=fx) = Y=AX

Notons par ailleurs que pour A € .4, (KK) de vecteurs colonnes ay,...,a, de K" et pour X e K, ona:

p
AX = Z Xia;
i=1

Ainsi, chercher X tel que AX = 0 revient a chercher une combinaison linéaire qui annule les vecteurs colonnes
de A, donc a savoir si la famille (ay, ..., ap) est libre ou non.

2.1.3 Matrices carrées

Dans tout le paragraphe, E est un K-espace vectoriel de dimension finie n, de base % et f € Z(E).

Définition 20 Une matrice carrée d’ordre n est un élément de .4, (K) = 4, ,(K). La matrice de '’endomor-
phisme f dans la base % estla matrice matqy, (f) = matqy a;(f).

Propriété 11 L'espace vectoriel 4, (K) muni du produit matriciel est une K-algébre, dont I'’élément unité pour
le produit est :
1 0

I,= =matqy (Idg)
0 1

n
Définition 21 On appelle trace de la matrice A = (a;;) € 4y (K) le scalaire : Tr(A) = Z ai;.
k=1

Théoréme 10 Pour toutes matrices A et Bde .4, (K),ona: Tr(AB) = Tr(BA).

2.1.4 Déterminant

On se place sur un K-espace vectoriel de dimension finie 7. Soit % = (ey, ..., e;) une base de E. On considere la fa-
n

mille ¥ = (vy,..., v,) de vecteurs de E. On note A = (a;;) lamatrice de 7 dans %, i.e.V je{l,...,n}, vj = Z aije;.
i=1

Définition 22 On appelle déterminant dans la base 98 de la famille 7 (également déterminant de la matrice A)

la quantité :
n

dggt(A) = dggt(vl,..., va) = Y. &) [] asq,i-

geSy i=1

ol .%, désigne 'ensemble des permutations de {1,..., n} et (o) la signature de la permutation o.
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Propriété 12 Pour tout famille (v, ..., v,) de vecteurs de E et toute famille (u,, ..., ;) de scalaires de K, on a:
n—-1
det|vy,...,vn_1, U + Z UV | =det(vy, ..., vn).
B = B

Propriété 13 7 est une base de E si et seulement si detg (7)) # 0.

Théoréme 11 Pour f € Z£(E), detg (f (%)) est indépendant de la base 2 de E. On note alors det(f), nommé
déterminant de f.

2.1.5 Propriétés du déterminant
Définition 23 M € ./, (K) est inversible si det(M) # 0. On note M~ Pinverse de M, i.e. la matrice telle que :
MM '=M1M=1,.

Propriété 14 Une matrice M € .4, (K) est inversible si et seulement si son rang est 7, i.e. si ses vecteurs colonnes
forment une base de K". M est donc inversible si et seulement si son noyau est réduit a {0}, i.e. ssi:

VXeK", MX=0= X=0.

On en déduit que M est inversible si et seulement si I’application linéaire de matrice M dans une base est bijec-
tive.

Propriété 15 Soient A et B deux matrices de .4, (K). Alors :
1. det(A) = det(A).
2. det(AB) = det(A) -det(B).

3. Si, de plus, A esti ible, alors det(A™!) = .
i, de plus, A est inversible, alors det( ) det(A)

2.1.6 Comatrice et développement du déterminant

Dans tout le paragraphe, on considere M € .4, (K), & = (ey,...,e,) la base canonique de K” et on note
(c1,...,cpn) les vecteurs colonnes de M.

Définition 24 On définit les cofacteurs de la matrice M par :
Yij(M) =det(cy,...,cj-1,€:, €41, Cn)

On définit alors la comatrice de M de coefficients (y;;), notée com M et la matrice complémentaire de M, notée
M= '(com M).

Définition 25 On appelle développement de det M suivant la j-iéme colonne I'expression :
n
detM = Z miYij
i=1
Définition 26 On appelle mineur (i, j) de la matrice M le déterminant de la matrice extraite de M par suppres-
sion de la ligne i et de la colonne j. Onle note A;;.
Propriété 16 Ona:y;; = (—1)i+fA,-j. D’ol:
n . .
detM= ) (-1 m;jA;j
ij=1
Théoréme 12 Pour toute matrice de .4, (K),ona: M M= (det M) I,,. En particulier, si M est inversible :

R
~ detM
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2.2 Matrices particulieres

On se place sur 4, (K).

2.2.1 Eléments

Soit une matrice P € .4, (K).

Définition 27 P est dite:
o symétrique si ‘P = P, hermitienne si P = P.
« antisymétrique si ‘P = — P, antihermitienne si ‘P = —P.

Définition 28 P est dite :
o orthogonale si ‘PP = P'P = I,,, unitaire si ' PP =P'P = I,.
e normalesi ‘PP =P!P.

Définition 29 P est dite:
o diagonalesi:Vi#j, p;j=0.
o scalaire s’il existe x e K telque : P = al,.
e triangulaire supérieuresi: Vi< j, p;; =0.
e triangulaire inférieuresi:Vi> j, p;; =0.

Propriété 17 Matrices diagonales et triangulaires :
¢ Soit A une matrice diagonale a coefficients a,..., a,.
o det(A) = ﬁ a;.
o Aest invgéible si et seulement si pour tout i € {1,...,1}, a; # 0. Son inverse est alors une matrice diago-
nale, a coefficients diagonaux i, e i

a Qan
* Soit A une matrice triangulaire a coefficients (a; ).

n
o det(A) = [[ aii.
i=1

o Une matrice triangulaire supérieure (resp. inférieure) est inversible si et seulement si tous ses coefficients
diagonaux sont non nuls. Son inverse est alors triangulaire supérieure (resp. inférieure).

o Le produit de deux matrices triangulaires supérieures (resp. inférieures) est une matrice triangulaire su-
périeure (resp. inférieure).

2.2.2 Ensembles

On désigne alors par :
4%, (K) le groupe (linéaire) des éléments inversibles de .4/, (K).
FL LK) le sous-groupe des éléments inversibles de déterminant 1.
9,(K) la sous-algebre des matrices diagonales de .4, (IK).
T, (K) (resp. T, (K)) la sous-algebre des matrices triangulaires supérieures (resp. inférieures).
Fn(K) (resp. #,(0)) le groupe des matrices symétriques (resp. hermitiennes).
oy (K) (resp. «/,(C)) le groupe des matrices antisymétriques (resp. antihermitiennes).

0, (K) (resp. %, (C)) le groupe des matrices orthogonales (resp. unitaires).
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2.3 Normes matricielles

Définition 30 Pour toute norme | || sur C”, on appelle norme subordonnée sur .4, (IK) 1'application :

| Ax|l
A— su = sup ||Ax||
xz0 Ixl jxp=1

Propriété 18 Soit || || une norme subordonnée sur .4, (IK). On note de méme | || la norme associée sur C". Alors:
1. VAetln(K), VX eC" ||AXII < Al I X].
2. YVAe lln(K), IXo e C", [AXoll = 1Al - 1 Xo .
3. Inll=1

Théoreme 13 Les normes subordonnéesa || |1, || [l et || |l sont:

n n
1Al = sup Y laijl ; 1Ala= VoA A) ; Al = sup Y laijl

1sjsni=1 Isisn j=1

Pour la définition de la matrice adjointe A* = ! A, cf. le théoréme 31. Pour la définition du rayon spectral p, cf.
la définition 32.

Propriété 19 La norme euclidienne est invariante par transformation unitaire :
VA€ My(K), ¥V QEU,(C), IQAl, = Il All, = |AQ™ (I,

Exercice 1 On définit une autre norme d’algebre sur .4, (K), non subordonnée : la norme de Schur.

IAlls =

(Z > |a,-j|2) =/ Tr(A*A)
i=1j=1

Théoréme 14
1. Pour toute norme || || et toute matrice A€ .4, (K),ona: [ Al = p(A).

2. Pour tout € > 0 et toute matrice A € 4, (K), il existe une norme subordonnée telle que : | Al < p(A) +¢.

2.4 Factorisations

2.4.1 LU

Théoreme 15 Soit A € 4.£,(R) telle que tous ses mineurs principaux soient non nuls. Alors A se décompose de
maniere unique sous la forme : A = LU, ou L est triangulaire inférieure a diagonale unité et U est triangulaire
supérieure.

En décomposant U sous la forme DV, ou D est la matrice diagonale (u;;) et V traingulaire supérieure a dia-
gonale unité, on obtient une factorisation: A= LU = LDV.
Si A est symétrique,ona: 'V =L, puis: A=VDV.

Théoréme 16 Soit Ae 4<% ,(R). Alors il existe une permutation o, ainsi que L triangulaire inférieure a diagonale
unité et U triangulaire supérieure telles que : Py A = LU.

2.4.2 Cholesky

Théoréme 17 Soit A € .4, (R) symétrique définie positive 2. Alors il existe S € 7" (R) telle que A = ’SS.

2 ¢f Définition 3.3.2.
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2.4.3 QR

R _
Théoréeme 18 Toute matrice A € 4, ,(R) se met sous la forme A=QR,ou Qe 0,,(R) et R= (0), avec R dela

forme :

=
Il

€ M, ([R) ourestlerangde A

2.5 Cas particuliers

2.5.1 4, (C)

Généralités
Pour A= ( ? Z ) € M, (C), on adet(A) = ad - bc, Tr(A) = a+d, puis A> = Tr(A)- A—det(A) - L.
Si ad — bc #0, Aestinversibleet A~ = — i e ( _dc _ab )

Ensembles particuliers

Propriété 20 Le groupe #0»(R) des rotations du plan complexe est constitué des matrices de la forme, pour

OeR:
( cosf sin@ )

—sinf cos6
Théoreme 19 Lespace pur H des quaternions est le sous-ensemble de .4, (C) constitué des matrices de la forme,
pour (y,z) € C? :
_[Yy -z
q(y,2) = ( A )

y

H est un corps gauche, c’est-a-dire un anneau non commutatif dont tous les éléments non nuls sont inversibles.
Une base de H est la famille (e, I, J, K), avec :

i 0 0 -1 0 i
6‘12’1‘(0 —i)’]_(l 0)’K_(i 0)

gla+ib,c+id)=ae+bl+c]J+dK

Pour (a, b,c,d) e R*, ona:

2.5.2 3(0)
Généralités

Pour A€ #3(C),ona:

ay dy das
det(A) = l’)l bg b3 = a1b263+blcga3+cla2b3—a1bgcz—b103a2—cla3b2
G G C3

Ensembles particuliers

Propriété 21 Le groupe #03(R) des rotations de I'espace est constitué des matrices de la forme, pour e R :

1 0 0 cosf sinf 0 cosf@ 0 sinf
0 cosf sinf | ;| sinf cosf O | ; 0 1 0

0 -sinf cos0 0 0 1 —sin@ 0 cos6@
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Chapitre 3

Réduction des endomorphismes

Dans tout le chapitre, K est un corps et u un endomorphisme de E, K-espace vectoriel.

3.1 Diagonalisation

3.1.1 Eléments propres

Définition 31 On appelle équation aux éléments propres de u I'équation : u(V) = AV, A e KetV # 0. A est
appelé valeur propre de u et V vecteur propre associé a A.

Théoreme 20 Soit A € [K. A est valeur propre de u si et seulement si # — AId n’est pas injectif. Ainsi, pour A valeur
proprede u,ona:
ker(u— AId) = {V, vecteur propre associé a A} U {0}

ker(u— A1d) est'espace propre de u associé a A, noté E, (A).
Définition 32 Le rayon spectral d'un endomorphisme u# (ou d'une matrice) est :
p(u) =supf|A], 1 € Sp(u)}.

Théoréme 21 Les sous-espaces vectoriels propres associés a des valeurs propres distinctes sont indépendants.
SiVA,..., V), sont des vecteurs propres de u associés a des valeurs propres deux a deux distinctes, alors (V;, ..., V)
est libre.

3.1.2 Dimension finie

On suppose dans ce paragraphe E de dimension finie n et Sp (1) = {44,...,4,} deux a deux distinctes.

Propriété 22 Pour A € .#,(K), on note u4 'endomorphisme de .4, ;(K) qui a X associe AX. Les éléments
propres de la matrice A sont ceux de u4. Ainsi, avec A € K, les conditions suivantes sont équivalentes :

1. Aestvaleur proprede A:3 X € 4, K)\{0}, AX =1X.
2. A-AL ¢4 %L ,K).
3. det(A-AI,) =0.
p
Définition 33 Si @ Ey(A}) = E, on dit que u est diagonalisable.
j=1

Théoréme 22 Les conditions suivantes sont équivalentes :

p
1. uest diagonalisable : @Eu (A;) =E.
j=1
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\S}

P
. Y dimyk E,(1;) = dimE.
j=1
3. Il existe une base de E constituée de vecteurs propres de u.
4. Il existe une base 28 dans laquelle matg(u) est diagonale.

5. E est engendré par des vecteurs propres de u.

Théoréme 23 A€ 4, (K) est diagonalisable si u4 l'est.
Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. Aestdiagonalisable.

2. Aest semblable 2 une matrice diagonale, i.e. il existe P € 9.2, (K) telle que A= PDP~!.
3. Il existe u: E — E diagonalisable et 48 base de E tels que matg(u) = A.
4

. Tout endomorphisme u repéré par A dans une base quelconque est diagonalisable.

3.2 Polyn6émes

3.2.1 Polynémes annulateurs et valeurs propres

Propriété 23 On appelle polynéme annulateur de u € Z(E) tout polynéme P tel que P(u) = 0. (g). Soit u n’admet
que 0 comme polynéme annulateur, soit # admet un polynéme minimal M,,, c’est-a-dire tel que P est annulateur
de u si et seulement si M, divise P.

Théoréme 24 Soient A, valeur propre de u et V # 0 vecteur propre associé a A.
e Y PeKI[X], (P(w)(V)=PW)-V.
¢ Si P est annulateur de u, toute valeur propre de u est racine de P.

Propriété 24 En supposant que u admet un polyndme minimal M, alors A est valeur propre de u si et seulement
si A est racine de M,,.

Théoréme 25 (Décomposition des noyaux) Avec Py, ..., P, de K[X] premiers entre eux deux a deux, on a:

ker(P; x...x Py)(u) = EBkerPi(u)
i=1

3.2.2 Dimension finie

On suppose dans tout le paragraphe que E est de dimension finie n. Soit u € £ (E) de matrice A dans une
base.

Théoréme 26 Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. u est diagonalisable.
2. M, est scindé a racines simples sur K.

3. Il existe un polynéme P annulateur de u scindé a racines simples dans K.
Définition 34 Le polyndome caractéristique de A est det(A— X1,) et est noté y 4(X).
Propriété 25 A est valeur propre de A si et seulement si A est racine de y 4.
Théoréme 27 y 4 est un polynéme de degré n avec:

xAX) = (D" [X" = (Tr AX" '+, + (-1)"det A]

Définition 35 Le polyndéme caractéristique d'un endomorphisme u est celui de sa matrice dans n'importe
quelle base.
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3.2.3 Multiplicités

Dans tout le paragraphe suivant, a est un élément de A = 4, (K) ou de £k (E).

Définition 36 ¢ On appelle multiplicité algébrique de la valeur propre A de a la multiplicité de A comme
racine de y,. Soit :
my =max{neN| (X -21)" divise y 4}

¢ La multiplicité géométrique de A estla dimension de E, ().
Propriété 26 Pour toute valeur propre A de u,ona: 1 <dimE,(1) < m,.

Théoréme 28 Sile polyndme caractéristique de a est scindé,

raX= J] a-x™
AeSpk(a)

Enparticulier, deta= [[ A™ et Tra= ) my-A"™.
AeSpk(a) AeSpk(a)

Théoreme 29 (Cayley-Hamilton) Le polynome caractéristique est un polyn6me annulateur, donc divisible par
le polyn6me minimal.

Théoreme 30 u est diagonalisable si et seulement si y,, est scindé et si, pour toute valeur propre A, dim E, (1) =

mj.

3.3 Adjoint d'un endomorphisme
3.3.1 Définitions
Dans tout le paragraphe, (E, (, )) est un espace préhilbertien.
Théoréeme 31 Soit u € Lk (E). Il existe un unique endomorphisme sur E, noté u* et appelé adjoint de u, tel que :
Y (x,y) € E, (u(x),y) = (x, u” ()
On a alors, dans toute base orthonormale 2 de E, matg(u*) = ‘matg(u).

Théoreme 32
1. Y ue % (E), Spk(u*) = {1 A€ Sp (w)}.
2. Yue L (B), Y€K, ker(u* —A1d) = [Im(u— Ald)]*.

Définition 37 u € £ (E) est autoadjoint si u* = u.
u € Lk (E) est orthogonal si u*ou=uou*=1Id.
ue Lx(E)estnormalsi u* ou=uou*.

Théoreéme 33 u est autoadjoint si et seulement si V (x, y) € E?, {(x, u(y)) = (u(x), ).
De plus, la matrice de u dans une base orthonormale est hermitienne.

Théoréme 34 Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. uestorthogonal.

2. u conserve le produit scalaire : V (x,y) € E?, (u(x), u(y)) =(x, .
3. uestuneisométrie:Vx€E, |[u(x)| = [xl.
4

. La matrice de u dans une base orthonormale est orthogonale (I = R) ou unitaire (K = C).

Propriété 27 Dans C, u est normal si et seulement si u est diagonalisable en base orthonormale.
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3.3.2 Endomorphismes autoadjoints et théoréme spectral

Dans tout le paragraphe, (E, ¢, )) est un espace préhilbertien de dimension finie.

Théoreme 35 (Spectral) Soit # un endomorphisme autoadjoint de E. Le polynéme caractéristique de u est a
coefficients réels et est scindé sur R. u est ainsi diagonalisable et ses sous-espaces propres sont deux a deux
orthogonaux. E est donc somme directe orthogonale des sous-espaces propres.

Définition 38 Un endomorphisme de u € Lk (E) est dit autoadjoint positif (resp. défini positif) si u* = u etsi:
Vx€eE, (u(x),x)=0 (resp. VY x € E\{0}, {u(x),x) >0)

Définition 39 Une matrice symétrique réelle ou hermitienne complexe est dite positive (resp. définie positive)
si elle repere un endomorphisme positif (resp. défini positif) dans une base orthonormale.

Théoreme 36

1. u, autoadjoint, est positif si et seulement si Spk (1) < [0, +o0l.

2. u,autoadjoint, est défini positif si et seulement si Spy (1) <]0, +o0l, si seulement si u est positif et inversible.

3. Soit A une matrice symétrique ou hermitienne. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(a) Aestpositive.
(b) Spi (u) = [0, +ool.
(€ VX€ M), 'XAX €R,.

4. Soit A une matrice symétrique ou hermitienne. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(a) A estdéfinie positive.
(b) Spi(u) =10, +ool.
() V X € Mpi N0}, ' XAX e RY.

(d) A estpositive et inversible.
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Chapitre 4

Métrique et espaces de Hilbert

4.1 Espaces métriques
A est un ensemble non vide.

4.1.1 Définition préliminaire

Définition 40 On appelle distance sur A toute application d : A> — R telle que :
1. (symétrie) V (x,y) € A%, d(x,y) =d(y,x);
2. (positivité) V (x, y) € A% d(x, y) = 0 avec égalité si et seulement si x = y;
3. (inégalité triangulaire) V (x,y,2) € A3, d(x,2) < d(x,y) +d(y, 2).

(A, d) est alors appelé espace métrique.
Définition 41 Une suite (x,) d’éléments de E converge vers x € E si:
Ve>0,INeN,Vn=N, d(x,x,) <ec.
4.1.2 Caractérisation al’aide de boules
Dans toute la suite, (A, d) est un espace métrique.

Définition 42 Pour a € A et r > 0, on note respectivement :
o Bola,r)={x€ Ald(a,x) < r}laboule ouverte de centre a et de rayon r;
o Brla,r)={xe Al d(a,x) < r} laboule fermée de centre a et de rayon r;
o Fl(a,r)={xe Ald(a,x)=r}lasphere de centre a et de rayon r.

Définition 43 Une partie V de (A4, d) est un voisinage de a € A s’il existe r > 0 tel que %B,(a,r) c V.
Définition 44 Une partie O de A est un ouvert de A si elle est voisinage de tous ses points, c’est-a-dire, si :
YVaeO,3Ar >0, By(a,r) cO.

Une partie est fermée si son complémentaire est un ouvert.

Définition 45 Lintérieur de M c A, noté M, est la réunion de tous les ouverts de A inclus dans M. I’adhérence
de M, noté M, est I'intersection de tous les fermés de A contenant M.

Définition 46 Une partie M de A est dite dense dans Asi D = A.
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4.1.3 Caractérisations

Propriété 28 En dimension finie, tous les espaces vectoriels sont fermés.
Définition 47 Soit M c A. On définit la distance a€ Aa M par:

d(a,M) = inf d(a, x).
xeM

Propriété 29 M est le plus grand ouvert de A inclus dans M. M est le plus petit fermé de A contenant M. On a
ainsi: M c M c M.

Propriété 30 Soit M c A.

a € M si et seulement s'il existe une suite de M qui tend vers a.
M est 'ensemble des valeurs d’adhérence des suites de M.

X€ ]C/I si et seulement si M est voisinage de x.

x € M si et seulement si d(x, M) = 0.

M est fermé si et seulement si M = M.

2L o e

M est ouvert si et seulement si M = M.

Théoréme 37 Soit M c A. Les propositions suivantes sont équivalentes :
1. M estdense dans A.
2. VxeA dx,M)=0.
3. Tout ouvert non vide de A coupe M.
4

. Tout élément de A est limite d'une suite d’éléments de M.

4.1.4 Applications dans un espace métrique
On considere une application [ : (A, da) — (B, dp) avec (A, d,) et (B, dg) espaces métriques.
Définition 48 f est dite k-lipschitzienne s’il existe k > 0 tel que :
YV (x,y) € A%, dp(f(), f(x)) < k-da(x, y).
On parle d’application contractante lorsque k < 1.

Remarque 3 Pour X c A, I'application A — R, a — d(a, X) est définie et 1-lipschitzienne, R étant muni de la
distance d(x,y) =[x — y|.

Définition 49 f est continue en xp€ Asi: xhn; fx) = f(xp), ie.:
—Xo

Ve>0,3a>0,Vxe A dalx,x) <a= dg(f(x),f(x0) <e.

Théoréme 38 f est continue en xj € A si et seulement si, pour toute suite (u,) de A qui converge vers x, f (i)
converge vers f(xp).

Propriété 31 f est continue en Xy si et seulement si I'image réciproque par f de tout voisinage de f(xy) dans B
est un voisinage de xy dans A.
f est continue sur A si et seulement si'image réciproque par f de tout ouvert de B est un ouvert de A.

Définition 50 f est uniformément continue sur Asi:
Ve>0,3a>0,V(x,y) (—:AZ, dalx,y)<a= dB(f(x),f(y)) <eE.

Propriété 32 Toute fonction lipschitzienne est uniformément continue, donc continue.
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4.2 Complétude

4.2.1 Suites de Cauchy

Définition 51 Une suite de (A4, d), espace métrique, est dite de Cauchy si :
Ve>0,ANeN,Vn=p=N, d(uy, up) <e.

Définition 52 «a € A est valeur d’adhérence de la suite (1) de A si tout voisinage de a contient une infinité de
termes de la suite :
Ve>0,VNeN,dn=N, d(u,, a) <e.

De maniere équivalente, il existe ¢» : N — N strictement croissante telle que uy () converge vers a.
Propriété 33
» Toute suite convergente est de Cauchy.

¢ Toute suite de Cauchy est bornée.
» Toute suite de Cauchy qui admet une valeur d’adhérence converge.

Définition 53 Un espace métrique dans lequel toute suite de Cauchy converge est dit complet.
4.2.2 Théoréme de point fixe

Soit (A, d) un espace métrique complet non vide.
Théoréme 39 (Picard) Soit f: A — A contractante. Alors f admet un unique point fixe.

Propriété 34 Sous I'’hypothése de complétude de A, toute intersection d’ouverts denses dans A est dense dans
A. Toute réunion de fermés de A d’'intérieur vide est d'intérieur vide.

Propriété 35 Tout sous-espace vectoriel fermé d'un espace complet est complet.

4.3 Compacité

Définition 54 Un espace métrique est dit compact si toute suite admet au moins une valeur d’adhérence. Une
partie M de (A, d) est compacte si (M, dj2) est un espace compact.

Théoréme 40 Un espace métrique (A, d) est compact si et seulement s’il possede la propriété de Borel-Lebesgue :
de tout recouvrement de A par des ouverts, on peut extraire un sous-recouvrement fini.

Théoréme 41 Une partie M de 'espace métrique (A, d) est compacte si et seulement si toute suite d’éléments de
M admet au moins une valeur d’adhérence dans M.

Propriété 36
1. Tout espace métrique compact est complet.
2. Toute partie compacte d'un espace métrique est fermée bornée.
3. En dimension finie, tout ensemble fermé borné d’'un espace métrique est compact.
4

. Une partie d'un espace compact est compacte si et seulement si elle est bornée.

Théoreme 42 (Bornes)
1. L'image continue d'un compact est compacte.

2. Toute fonction continue sur un compact non vide et a valeurs réelles est bornée et atteint ses bornes.

Théoreme 43 (Heine) Toute fonction continue sur un compact est uniformément continue.
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4.4 Espaces vectoriels normés
Dans tout le paragraphe, E désigne un espace vectoriel sur un corps K.

Définition 55 On appelle norme sur E toute application N : E — R telle que :
1. (positivité) V xe E, N(x) =0;
2. (homogénéité) V (1,x) e K x E, N(Ax) = [A|N(x);
3. (inégalité triangulaire) V (x, y) € E%2, N(x+ VSNX)+N();
4., (N(x)=0) = (x=0).

Remarque 4 Une semi-norme est une application ne vérifiant que les points 1., 2. et 3.

Définition 56 Soit (A, +, x,-) un anneau de neutre e4. Une norme d’algebre sur A est une application N: A — R
vérifiant :

1. N estune norme sur (A, +,);
2. V(x,y) €A% Nxxy) <N -N);
3. N(ey) =1.

Définition 57 Deux normes N; et N, sur E sont dites équivalentes s'il existe deux réels strictement positifs a et
B tels que:
Vx€E, aN;(x) < No(x) < BN (x).

Propriété 37 Si N est une norme sur E, alors I'application d : (x, y) — N(x — y) définit une distance sur E.

Définition 58 On qualifie d’espace vectoriel normé (resp. d’algébre normée) tout espace vectoriel (resp. al-
gebre) muni(e) d'une norme (resp. d’algebre).

Théoréme 44 Sur un espace de dimension finie, toutes les normes sont équivalentes.

Propriété 38 (Inégalités)
1. (parallélogramme) V (x,y) € E?, [x+ yl? + llx— ylI* =2 (Ilx[* + [l y11?).
x+y2 1
2. (médiane) ¥ (x,)) € B2, 1|+ y|? = 2| Ty |+ Sle=yIP.
Propriété 39 Une norme est une application continue sur E2.

Définition 59 Un espace vectoriel normé complet est dit espace de Banach.

Propriété 40 Tout espace vectoriel de dimension finie est de Banach.

4.5 Espaces de Hilbert
4.5.1 Produit scalaire

Soit E un K-espace vectoriel.

Définition 60 Une application ¢ : E x E — K est un produit scalaire si :
1. V(x,5,2) € E3 Vek, px+Ay,2)=p(x,2)+Ap(y,2); 1
2. V() €E o, y) =p(x) (K=R)? P,y =9y,x) K=0);3*

1 Linéarité a gauche.

2 @ est symétrique.

3 ¢ est hermitienne.

4 Les notes 2. et 4. donnent 'antilinéairité de ¢.
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3. VX€E, x#0= ¢(x,x)>0.°

Propriété 41 Si ¢ est un produit scalaire sur E, alors I'application x € E— /¢ (x, x) est une norme sur E, appe-
lée norme quadratique associée a ¢.

Théoréme 45 (Cauchy-Schwarz) Soit ¢ produit scalaire sur E. Alors :

Y (x,7) € E%, lp(x, )| < Volx, 0o, y).

avec égalité si et seulement si le couple (x, y) est lié.

Propriété 42 (Formules de polarisation) Pour E K-espace vectoriel, on a:

. 1
L SIK=R, (x,) = (Ix+y12 = llx = ylI?).

. 1 o .
2. SiK =C, <x,y>=5(le+y|I2—IIx—y||2+l||x+lyII2—l||x—lyI|2).

3. Y(u,v) € B2, Y AeK, lu+Avl? = ul? + A% vI% +2 Re(A- (u, v)).

4.5.2 Espaces préhilbertiens

Définition 61 Lespace vectoriel E muni d'un produit scalaire :,-) est appelé espace préhilbertien. On associe a
cet espace I'espace vectoriel normé (E, || - || := v/, ).

Définition 62 Un espace préhilbertien :
¢ réel de dimension finie est dit euclidien.
« complexe de dimension finie est dit hermitien.
« complet pour | - || est dit de Hilbert.

Propriété 43 Dans un espace préhilbertien, le produit scalaire est continu.

4.5.3 Orthogonalité

Définition 63 Deux vecteurs x et y de I'espace préhilbertien E sont dits orthogonaux si (x, y) = 0.
Une famille est dite orthogonale si ses vecteurs sont orthogonaux deux a deux, orthonormée si de plus tous les
vecteurs sont de norme 1.

Théoréme 46 (Pythagore) Si u et v de E sont orthogonaux, alors ||u+ vl = lul®+vl?.
Définition 64 Soit A une partie de 'espace préhilbertien E. On définit I'orthogonal de A par :
Al ={xeE|Va€A, (x,a)=0}.
Propriété 44 Si A est une partie de I'espace préhilbertien E, alors A* est un sous-espace vectoriel fermé.
Propriété 45 Soit Ac E. Alors:
—

1. Al =Vect(A)* =Vect(A).

2. Si Bc A, alors A+ < B+.

3. (AHT =4
4.5.4 Gram-Schmidt

Théoréme 47 (Gram-Schmidt) Soit (V1,..., V,) une famille libre de R™. Alors il existe une unique famille ortho-
normale (f1,..., f) de R telle que :

e Vkefl,...,n}, Vect(\h,..., Vi) = Vect(fi,..., fi);

e Vkefl,...,n}, (Vg fr) >0.

5 ¢ est définie positive.
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4.5.5 Théoreme de Riesz

Dans tout le paragraphe, H est un espace de Hilbert.
Théoréeme 48 Soit C un sous-espace vectoriel fermé de H. Alors :

VxeH, Ac,€C, [ x—cyll = ingllz—xll.
ZE

De plus, x —cy € Ct.
Propriété 46 x— c, estla projection orthogonale sur C.
Propriété 47 Soit C un sous-espace vectoriel fermé. Alors H=C® C*.

Théoreme 49 (Riesz)
1. V¢eH ,ase H Y xeH, ¢(x)={x,ap).

2. ¢:¢€ H ,— ay € H est une isométrie et un anti-isomorphisme.

4.5.6 Bases hilbertiennes

Théoréme 50 (Bessel) Soit (e;;) une base orthonormée. Pour x € H, on pose &, = (x, ;).

1. Lasérie de terme général | nl? converge, avec :

2 2
Y &P <lxl?.

neN

2. La série de terme général ¢, e, converge et sa somme est la projection de x sur le sous-espace vectoriel
engendré par les (e;).

Définition 65 Une famille (e,;) d'un espace de Hilbert H est dite totale si Vect{e,|neN} = H, i.e. si I'espace
engendré par la famille (e,;) est dense dans H.

Définition 66 Une famille (e;) d'un espace de Hilbert H est une base hilbertienne si elle est orthonormée et
totale.

Théoreme 51 (Parseval) Soit (e;;) une base hilbertienne de H. Alors :

VxeH ) (xeden=x et ) lxenl” =l
n n

inf

Théoréme 52 (Fourier) La famille ( >
7T

) est une base hilbertienne des fonctions %2 du cercle trigonomé-
nez

trique.
Définition 67 Un espace est dit séparable s’il admet une famille dénombrable dense.

Propriété 48 V est séparable si et seulement si VV admet une base hilbertienne.
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4.6 Applications linéaires continues
Dans tout le paragraphe, E et F sont des espaces vectoriels normés.

Théoréme 53 Soit ¢ € £(E, F). Les conditions suivantes sont équivalentes :
. @ est lipschitzienne.

. @ est continue sur E.

1

2

3. @ est continue en Of.

4. @ estbornée sur la boule unité.
5

. 3k>0,Yx€E, loWllg < kllxllg.

Définition 68 On pose :
o 4.(E,F)={feZ(EF) continue}.
o %.(E)={f € £(E) continue}.
e E'= %.(E,K), appelé dual topologique de E.

Théoréme 54 £, (E, F) est un espace de Banach.
Propriété 49 En dimension finie, toutes les applications linéaires sont continues.

Théoréme 55 Avec les notations précédentes, on a:

1. Pour f € Z(E,F), { I f(0)lz!llxllg <1} est majoré non vide. On pose:
71l = sup {1 FC g | Ixlg < 1}

2. |fll =min{k=0|V x€E, [ f()Il <kl x|}

3. Il est une norme sur Z,(E, F) et une norme d’algebre sur £, (E).

Théoréme 56 (Von Neumann) Soit E un espace de Banach.

1. Soit C € Z(E) tel que |||C]||l < 1. Alors Idg — C est inversible, d'inverse continue, avec :

1
1-lICIlI

+00
dg-0)~t=) c"; |ade-O7Y <
n=0

2. Soit A e #(E). On suppose A inversible d’inverse continue. Si B € £ (E) vérifie || Bl < ,alors A- B

1
- , A=l
est inversible, d’inverse continue.

Définition 69 Un opérateur a noyau intégral k est une application linéaire continue K d'un espace de Banach
E sur un espace de Banach F:

b
Kk:feEHf k(x,f(y)dyeF.

Définition 70 Un espace vectoriel normé est dit réflexif si E” est isomorphe a E.
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