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Schéma d’étude

. Objectif : simuler le comportement de bulles dans les coeurs de
réacteurs nucléaires
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Schéma d’étude

. Objectif : simuler le comportement de bulles dans les coeurs de
réacteurs nucléaires

:a Etapes :
m Choix du modéle (critéres physiques et pratiques)

m Preuve du caractére bien posé du modéle
m Etude de la pertinence du modéle (propriétés physiques)
m Développement de schémas numériques pour le traitement du modéle

m Simulations / Interprétations
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Schéma d’étude

. Objectif : simuler le comportement de bulles dans les coeurs de
réacteurs nucléaires

:a Etapes :
m Choix du modéle (critéres physiques et pratiques)

m Preuve du caractére bien posé du modéle
m Etude de la pertinence du modéle (propriétés physiques)
m Développement de schémas numériques pour le traitement du modéle

m Simulations / Interprétations

Introduction de modéles simplifiés pour des études préalables
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Méthodes et outils de base

a Etablissement du modéle
w Décomposition de Leray pour les champs L2 :

u="Pu+ Qu, avec V-Pu =0, Pu-npg =0et Qu=Vaq.
m Développement asymptotique (formel) a bas nombre de Mach

@ Existence de solutions (pour des données initiales de type Sobolev)
m Construction d'une suite de type itérée de Picard

m Estimations « d'énergie »

@ Construction de solutions et de schémas numériques
m Méthode des caractéristiques

&ea ]

Y. Penel (INRIA) Modélisation des bulles



Plan de I'exposé

© Difféerents modéles

© Etude qualitative du modéle ABV
@ Données réguliéres
@ Principe du maximum
@ Etude du cas de la dimension 1
@ Outils pour la simulation numérique du modéle

© Conclusions et perspectives

— 2 00— / 28

Y. Penel (INRIA) Modélisation des bulles



1. Différents modéles

Plan de la partie

© Differents modéles
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1. Différents modéles

Ecoulement diphasique compressible

Origine

8:(pY)+ V- (pYu) =0,

Oip+ V- (pu)=0,

O¢(pu) + V- (pu®u) = —-VP+V: 0o+ pg,

O0:(PE)+V - (puE) = -V - (Pu)+V - (kVT)+V - (cu)+pg-u.

Nomenclature

Navier-Stokes I

@ Y : fraction massique de la phase @ p : densité

vapeur (fluide 1) @ g : champ de gravité
@ T . température @ o : tenseur de contraintes de
@ P : pression Cauchy
@ u : vitesse globale @ K : conductivité thermique
w E =¢+ |u|?>/2 : énergie totale
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1. Différents modéles 2. /

clus

Modélisation des bulles

| Condition Initiale |

1, sixé€ 91(0),

Y(t=0,x)= Yo(x) = {0 si x € Q,(0).

Yo=0

[

I

@ Hypothése de non-miscibilité des
deux phases (fluides) : singularité

T~ 22(0) de Y

@ Interface de la bulle = surface de
discontinuité de Y

— 91(0)

Résoudre I'équation de transport 8;(pY)+V - (pYu) =0<= 6,Y +u-VY =0
revient a déterminer le domaine Q;(t).
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1. Différents modéles 2

Généalogie des modéles étudiés

8:(pY)+ V- (pYu) =0,

Op+V - (pu) =0,

B:(pu) + V- (pu@u) = —-VP +V -0+ pg,

0:(pE) + V - (puE) = —V - (Pu) + V- (kVT) + V- (cu) + pg - u .

| Conditions initiales et aux limites |

@ Domaine d’étude : Q, borné dans RY (d € {1,2,3}) et lipschitzien
@ Données : ug, Yo, To, po
@ Conditions sur le bord : ujgo =0, VT -njgq =0

—— > 000 000 """/ 2]
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1. Différents modéles 2

Généalogie des modéles étudiés

| Navier-Stokes sous forme non conservative|

DY =0,

O0p+V - (pu)=0,
pDiu=-VP+V.o+pg,

pcpDy T =aTDP +V - (kVT)+ 0o :: Vu.

1o\ (%) _P (o
' e \OT ) ' P \O0T)p p2\OT)p’

Lois d’état : (Y, T,P), p(Y, T, P)

Notations :

Dt:6t+(U'v)

—— > 000 000 """/ 2]
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1. Différents modéles 2. ABV 3. Co

Généalogie des modéles étudiés

| Navier-Stokes sous forme adimensionnée|

(DY =0,

Otp+V - (pu) =0,

1 1
pDiu = _va+ %V-a = %e3 ,
V- (kVT) M? -
\pCthT = ﬂ*aTDtP—l— W + %O' o Vu .
Notation : =
Oy Py
B = ——.
P Cp

Les deux fluides sont supposés avoir des propriétés physiques équivalentes, de sorte
que I'on puisse définir des grandeurs caractéristiques communes.

—— > 000 000 """/ 2]
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1. Différents modéles

Généalogie des modéles étudiés

|Systéme DLMN - S. Dellacherie ('05), Y.P. (’09)|

DY =0,
V-u=0Gy,
pDiu = =V +2V - (uD(u)) + pg,
pcp, Dy T = aTP'(t) +V - (kVT).
Outils :
@ Développement asymptotique par rapport a M < 1

@ Projection de Leray : u=w + V¢, avec V-w=0et w-njpg =0

ta. Réécriture de la loi de conservation de la masse :
. —Dyp

' _ P BV -(kVT)
Go = E = —ﬁ + p

@
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1. Différents modéles

Généalogie des modéles étudiés

|Systéme DLMN - S. Dellacherie ('05), Y.P. (’09)|

DY =0,
V-u=0Gy,
pDiu = =V +2V - (uD(u)) + pg,
pcp, Dy T = aTP'(t) +V - (kVT).
Outils :
@ Développement asymptotique par rapport a M < 1

@ Projection de Leray : u=w + V¢, avec V-w=0et w-njpg =0

ta. Réécriture de la loi de conservation de la masse :
. —Dyp

Gy D2 _ P BV (xVT)

P rp 2 = P'(t) = He(t).

@
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1. Différents modéles 2. AB

Généalogie des modéles étudiés

|Systéme DLMN a viscosité constante|

(D,Y =0,
V.u= gg 9
pDiu = =V + pAu + pg , (DLMN-p)

pcp Dy T =aTP'(t)+V - (kVT),
P'(t) = Ho(t) .

@
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1. Différents modéles 2. AB

Généalogie des modéles étudiés

|Systéme DLMN a viscosité constante (découplage du champ de vitesse) |

DY =0,
Ap =Gy, V-w=0,
pDw = =V + pAw + pg — pD: V¢,
(DLMN-z")
pcp, Dy T =aTP'(t)+ V- (kVT),
Pi(t) = He(t),
u=w-+Vo.

@
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1. Différents modéles

Généalogie des modéles étudiés

| Systéme DLMN potentiel |

D:Y =0,
A¢ = gﬂ )
(DLMN-p)
pcp Dy T = aTP'(t)+V - (kVT),
P'(t) = Ho(t) .

Hypothése :
u=Veo.

D’od la nouvelle notation D; = 8, + (V¢ - V).

On s'abstrait ainsi des deux équations de type Navier-Stokes incompressible linéa-
risé.

@

Y. Penel (INRIA) Modélisation des bulles



1. Différents modéles 2

Généalogie des modéles étudiés

|Systéme DLMN a g constant|

6:Y +V¢-VY =0,
Ap =Gy, (DLMN-B)
apo(8: T+ Ve-VT)=Gy.
En effet :
B=PBo= P'(t)=He(t)=0

— P(t)=po et Go=foV-(kVT).
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1. Différents modéles

Généalogie des modéles étudiés

| Modéle Abstrait de Vibration de Bulles|

8,Y +V¢-VY =0,

ABV
Ad = Gy (t,x) := (1) [Y(t,x) - ﬁ/ﬂ Y(t,x") dx’] ; ( )

Pulsation (donnée) : ¢ € €°(0, +0).

| Conditions initiales et aux limites |

8 Y(O,X) = YQ(X) — A¢0 = gyo

w Vé-ngg =0 = condition de jauge : / ¢(t,x)dx =0
Q

Le modéle ABV est un systéme intégro-différentiel couplant une équation hyper-
bolique et une équation elliptique.

@
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2. ABV

Plan de la partie

© Etude qualitative du modéle ABV
@ Données réguliéres
@ Principe du maximum
@ Etude du cas de la dimension 1
@ Outils pour la simulation numérique du modéle
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Y. Penel (INRIA) Modélisation des bulles



2. ABV 2.1. Données réguliéres

Probléme bien posé

Théoréme (S. Dellacherie & O. Lafitte ('05); Y.P. ('10))

Soit Yo € H*(Q2), s > so + 1. Alors il existe 7 > 0 pour lequel le modéle ABV
admet une unique solution classique Y sur [0, 7].

On a noté s = 5 + 1. Le résultat qui est prouvé fournit la régularité :

Y € Ws 7(Q) := 2°([0, 7], L2(Q)) n L= ([0, 7], H*(Q)).

Théoréme (Y.P. ('10))

La solution existe sur l'intervalle [0, 7], avec 7, > 0 donné par :

1
‘ Yo — |Q|/f; Yo(X) dx

T
/ [¥(t)| dt < Ci(s,d, Q).
s Jo
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2.1. Données réguliéres

Remarques

@ Trois contraintes de convergence dans [Dellacherie et Lafitte, CRM-3200,
2005], réduites a une seule ici

. Temps d'existence propre a la méthode choisie pour construire une solution

. Formule compatible avec les cas particuliers : Yy = cste et Y =0
(7 = +o0)

@ Solution globale en temps pour ¥ € L*(R, ) de norme suffisamment petite

Lemme
Soient u et f dans Ws 7 (%)) pour 7 >0 ets > sp+1 avec u-njzq = 0. Alors,
pour Yy € H*(Q2), I'équation hyberbolique linéaire 8;Y +u - VY = f admet une
unique solution classique Y € Ws (), qui vérifie, pour tout r € {0,...,s},
I'estimation :

g
Y]], 5 < 7 <||Yo||, +/0 e X O)f(t, ), dt) :
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2.1. Données réguliéres

Remarques

Etude des espaces W, ()

@ Pour tous s € Ry et 7 > 0, W, #(Q2) est un espace de Banach, muni de
la norme :

1flls, & := sup_[IF(z,)ll,-
te[0,7]
w Pour tout s’ € [0, s[, Ws #(Q) C €°([0, 7], H* ().
m En particulier, pour s > so, Ws, 7(Q) C €° ([0, T x j
@ Sif €W, 7(Q),alors VFf € Ws_1 7(Q), s > 1.

@ Si (f,g) € Ws,, 7(Q) x W, 7(Q), alors f x g € Wy, #(), avec
s3 = min{sy, $, 51 + S» — So }-

——— s EEVET]
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es 2. ABV 3 2.1. Données réguliéres

Ebauche de la preuve

Systéme itératif

Etant donnée la solution (Y), ¢(K)) 4 I'itération k, on résout :
8, Ykt L VoK) . vy k+l) — |
Y (k+1)(0,x) = Yo(x),

puis :

APk = 4(¢) [Y(k“)(t,x) — ﬁ/ Y(k“)(t,x’) dx/] ’
Q

v¢(k+1) g n|0§2 — 0’ (/ ¢(k+1)(t’x) dx = 0> X
Q

Initialisation : Y(*=0) = Y; et ¢(*=0) compatible.

Le systéme itératif est bien défini. Les équations étant linéaires, le temps d'existence
de chaque terme est infini (temps d'existence de Y(9)).
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Différent: s 2. ABV 3 sion 2.1. Données réguliéres

Ebauche de la preuve (caractére borné)

En composant les estimations a priori pour chaque équation, on aboutit a :

T
[Y®Y| o < Yollsexp | Cavu(s) - [ Y, - /0 %(t)] dt] :
L'étude de la suite récurrente définie par uy1 = P(ux) avec

&
O(x) = wexp(x) et w(T) = Cane(s)- | Yoll, - / (1)) dt

montre que la suite converge a condition que .7; vérifie uo(.7;) < e~*. On a alors :

VkeN, YW e||Yoll,,

Sy S

avec x; < 1 tel que x; exp(—x1) = up. La suite (Y(¥)) est donc bornée dans
Ws,%(Q)-

e
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2. ABV 3 n 2.1. Données réguliéres

Ebauche de la preuve (contraction)

En écrivant la différence de deux itérations successives, il vient, pour t € [0, 7] :

| (e = Y@ (e,

< Cabv,2(s: d:Qyzp)‘%)exgk)(t)/ € XD 7-)“ Y(k)_ Y(k 1) ” dr.
0
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2. ABV 3 n 2.1. Données réguliéres

Ebauche de la preuve (contraction)

En écrivant la différence de deux itérations successives, il vient, pour t € [0, 7] :

[y = y@) (2, )],
< Cabv,2(5) dyQ:1/)) %)eX(t)/ @ 7-)“ Y(k) — Y(k 1) ” dr.
0
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es 2. ABV 3 2.1. Données réguliéres

Ebauche de la preuve (contraction)

En écrivant la différence de deux itérations successives, il vient, pour t € [0, 7] :
k+1 K
(Y4 — YO (e, )]
t
< Cabv,2(5: dy Q:¢x %)eX(t) / 67X(T)“ (Y(k) — Y(kil))('r) )”0 dr.
0
D’on, en itérant :

[0y < Gobv2 = A)* ) IY® — YO

k)Ho,ﬂl = k!

»</1

La suite est ainsi de Cauchy dans Wy 7, (2) qui est complet, donc est convergente.
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es 2. ABV 3 2.1. Données réguliéres

Ebauche de la preuve (conclusion)

- La suite (Y(9)) est bornée dans W, # () donc converge faiblement-x vers
Y € W (Q)

w La suite (Y(¥)) converge fortement dans Wy, 7, () vers Y € Wy, 5 (Q)

Par unicité de la limite, ¥ = ¥ ¢ W. 5 (Q). Par interpolation, la convergence
est forte dans Wy 2, (Q2) pour tout s’ < s et faible-* dans Ws  (€2). Il en est de
méme pour la suite (¢(F)) qui converge vers ¢ € Wi s 7 (Q).
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es 2. ABV 3 clus 2.1. Données réguliéres

Ebauche de la preuve (conclusion)

- La suite (Y(9)) est bornée dans W, # () donc converge faiblement-x vers
Y € W (Q)

w La suite (Y(¥)) converge fortement dans Wy, 7, () vers Y € Wy, 5 (Q)

Par unicité de la limite, ¥ = ¥ ¢ W. 5 (Q). Par interpolation, la convergence
est forte dans Wy 2, (Q2) pour tout s’ < s et faible-* dans Ws  (€2). Il en est de
méme pour la suite (¢(F)) qui converge vers ¢ € Wi s 7 (Q).

Par passage a la limite (théoréme de convergence dominée) dans les égalités :
t
y(tl) — v, — / VoK) . vy k) g7,
0

Ve Hl(Q),/ Vo - v¢(k+1) dx = _¢(t)/ (p(y(k+1) _ 'u(y(k+1))) dx,
Q Q

on parvient a la conclusion que Y et ¢ sont solutions du modéle ABV.
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. ABV 2.1. Données réguliéres

Ebauche de la preuve (temps d'existence)

Amélioration de la contrainte de temps

Q Y solution de ABV[Yy,%,Q] <= Y — c solution de ABV[Y; — ¢, ¥, Q]
@ Y solution de ABV[Yg, ¥, Q] sur [0, 7] avec :
T
e Connls) - IYall, [ (o)l de <1
0
Or, le réel g = i/ Yo(x)dx vérifie : || Yo — col[, = min || Yo — c||, < || Yo — O],
12 Jo ° ceR

Ainsi, si Z est solution de ABV[Y;y — o, %, ], son temps d'existence est donné
par :

yl
e Con(s)- Yo —coll+ [ [w(olae <1
0

Alors Y = Z + ¢y est solution de ABV[Yq, 9, Q] sur [0, 7] D [0, Z4].

e I EEYET]
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2.2. Principe du maximum

Cas de données dans W1>(Q)

On introduit |'espace :
Z7(Q) = L*([0, 7], W1’°°(Q)).

On vérifie que le terme de produit V¢ - VY garde un sens dans cet espace, grace a

t
la régularité (elliptique) de V¢, et du fait que si g € L1(0,.7), t — / g(r)dr
0
est continue et dérivable presque partout, de dérivée g.

Propriétés
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2.2. Principe du maximum

Cas de données dans W1>(Q)

On introduit |'espace :

27(Q) = L= ([0, 71, W(Q).
On vérifie que le terme de produit V¢ - VY garde un sens dans cet espace, grace a
la régularité (elliptique) de V¢, et du fait que si g € L1(0,.7), t — /tg('r) dr
est continue et dérivable presque partout, de dérivée g. ’
Propriétés

@ (principe du maximum) Si Yj est a valeurs dans [a, b] p.p., alors Y est a
valeurs dans [a, b] p.p.;
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2.2. Principe du maximum

Cas de données dans W1>(Q)

On introduit |'espace :

27(Q) = L= ([0, 71, W(Q).
On vérifie que le terme de produit V¢ - VY garde un sens dans cet espace, grace a
la régularité (elliptique) de V¢, et du fait que si g € L1(0,.7), t — /tg('r) dr
est continue et dérivable presque partout, de dérivée g. ’
Propriétés

@ (principe du maximum) Si Yj est a valeurs dans [a, b] p.p., alors Y est a
valeurs dans [a, b] p.p.;

@ (unicité) |l existe au plus une solution dans Z5(Q);

e ——
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1. Différents es 2. ABV 3. Conclusion 2.2. Principe du maximum

Cas de données dans W1>(Q)

On introduit |'espace :
Z7(Q) = L*([0, 7], WH*(Q)).
On vérifie que le terme de produit V¢ - VY garde un sens dans cet espace, grace a
t
la régularité (elliptique) de V¢, et du fait que si g € L1(0,.7), t — / g(r)dr
0
est continue et dérivable presque partout, de dérivée g.
Propriétés
@ (principe du maximum) Si Yj est a valeurs dans [a, b] p.p., alors Y est a
valeurs dans [a, b] p.p.;
@ (unicité) |l existe au plus une solution dans Z5(Q);

@ (symeétrie) Si Yy est paire dans un domaine symétrique, alors Y est paire.

e ——
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es 2. ABV 2.2. Principe du maximum

Moyenne des solutions

On note, pour Y solution de ABV[Yg, ¢, <] :

ta(t) = |—512|/Q Y"(t,x) dx.

La suite (1n) est définie pour toute solution (faible) dans L ([0, 7] x Q).
Prenons le cas ol Yg est a valeurs dans [0, 1] (presque partout).

Y. Penel (INRIA)
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1. Differe es 2. ABV 3. Co on 2.2. Principe du maximum

Moyenne des solutions

On note, pour Y solution de ABV[Yg, ¢, <] :
ta(t) = i/ Y"(t,x) dx
’ QJo T

La suite (1n) est définie pour toute solution (faible) dans L ([0, 7] x Q).

Prenons le cas ol Yg est a valeurs dans [0, 1] (presque partout).

Pour Yo € H°(Q2), s > sop + 1, la solution est unique et vérifie le principe du
maximum. La suite (u,) est alors décroissante et converge vers |Q;(t)|/|S2|, pour
Q(t)={x€Q : Y(t,x) =1}

Il en est de méme pour Y € Z (), sous réserve d’existence.

Qu’en est-il pour les données L7

S E—  E2YET]
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. ABV 2.2. Principe du maximum

Moyenne des solutions

On note, pour Y solution de ABV[Yg, ¢, <] :

ta(t) = |—512|/Q Y"(t,x) dx.

La suite (1n) est définie pour toute solution (faible) dans L ([0, 7] x Q).
Prenons le cas ol Yg est a valeurs dans [0, 1] (presque partout).

Reformulation adaptée au concept de solutions faibles :

(6,Y +V . (YVé) = w(t)Y (y _ ﬁ/ﬂ Y(t,x’)dx’) ,
Y(t=0,)= Yo,

Ap(t,x) = P(t) (Y(t,x) - ﬁ/{z Y(t,x") dx') ,
V¢ - nigq = 0.

S E—  E2YET]
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es 2. ABV 3 2.2. Principe du maximum

Moyenne des solutions

On note, pour Y solution de ABV[Yg, ¢, <] :

ta(t) = |—512|/Q Y"(t,x) dx.

La suite (1n) est définie pour toute solution (faible) dans L ([0, 7] x Q).
Prenons le cas ol Yg est a valeurs dans [0, 1] (presque partout).

En utilisant le principe de renormalisation, on prouve :

Les termes de la suite () vérifient les équations (au sens fort) :

o = P(tns1 — B1ftn)-

Y. Penel (INRIA)
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2. ABV 3. Co 2.2. Principe du maximum

Moyenne des solutions

On note, pour Y solution de ABV[Yg, ¢, <] :

ta(t) = |—512|/Q Y"(t,x) dx.

La suite (1n) est définie pour toute solution (faible) dans L ([0, 7] x Q).
Prenons le cas ol Yg est a valeurs dans [0, 1] (presque partout).

Théoréme

Si Y est une solution faible de ABV|Yo, %, Q] pour Yo € L*(Q), alors :

/Q[Yo(x)]"exp [\U(t) Yo(x)] dx
/exp [W(t)Yo(x)] dx
Q

wn(t) = , Y(t) = /(Jt¢(T) dr.

/514 / 2]
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2. ABV 3. Co 2.2. Principe du maximum

Moyenne des solutions (preuve)

On écrit I'EDO p), + Ypapn = Yt sous la forme :

() = (@) + | () My (r) dr,

avec My (t) := pn(t) exp (/Otzp(f)m(f) dT>_
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nodéles 2. ABV 3. Conclusion 2.2. Principe du maximum

Moyenne des solutions (preuve)

On écrit I'EDO p), + Ypapn = Yt sous la forme :

() = (@) + | () My (r) dr,

t
avec My (t) := pun(t)exp (/ P(T)pr(7) d’l’). D'ou, par récurrence :
0

My(t) = ;ﬂk(m%—i_/o ¢(T)MN+1(T)[w(t)(I; jl(lg?] - dr.

S E—  E2YET]
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. ABV 2.2. Principe du maximum

Moyenne des solutions (preuve)

On écrit I'EDO p), + Ypapn = Yt sous la forme :

() = (@) + [ (7 Ma(r) o
avec My (t) := pun(t)exp (/Otiﬁ(T),ul(T) d’l’). En passant a la limite, il vient :

My (t) := p1(t) exp (/t%b(r)m(r) dr) = Z#k(O)—z;((? 1_)|.
0 k>1 L

En multipliant par 9 et en intégrant, on obtient :

o ([ wmnar) =1+ 2 m@ Y = 3 w2

k
k>1 k>0
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. ABV 2.2. Principe du maximum

Moyenne des solutions (preuve)

En divisant les deux derniéres égalités, il vient :

k>1
,ul(t) = K )

V(t
Y w@ [ epu( Y] ax

k>0

v
Z k(O) X ) ex X X
= [ Y [u(eY(] a

qui est la formule pour n = 1. Pour n = 2, on dérive I'égalité obtenue pour M :

M(E) = H(OMa(e) = 90 T (0 7

k>2 )

On poursuit par récurrence.

S E—  E2YET]
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2. ABV 2.2. Principe du maximum

Moyenne des solutions (remarques)

Théoréme

Si Y est une solution faible de ABV|[Yo, ¥, Q] pour Yy € L*=(R), alors :

/ [Yo(x)]" exp[W(£) Yo(x)] dx .
W= [ @
/Qexp [W(t)Yo(x)] dx 0

@ La fonction p; est de classe ¢ sur R,
@ Si W est périodique, alors u, I'est.
@ On obtient une estimation L2 de Y.

Y. Penel (INRIA) Modélisation des bulles



2. ABV 2.2. Principe du maximum

Moyenne des solutions (remarques)

Si Y est une solution faible de ABV|[Yo, ¥, Q] pour Yy € L*=(R), alors :

/ [Yo(x)]" exp[W(£) Yo(x)] dx .
W= [ @
/Qexp [W(t)Yo(x)] dx 0

Lorsque Y est la fonction indicatrice du domaine ;(t), alors :

Q1 (t)]

lu’l(t) :/J’"(t) = |Q|

représente le volume relatif de la bulle. On note I'influence du domaine (effet
elliptique). Ce résultat fournit un test de précision pour les simulations.

c—— 0 14/ 28]
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2. ABV 2.2. Principe du maximum

Moyenne des solutions (remarques)

Théoréme

Si Y est une solution faible de ABV|[Yo, ¥, Q] pour Yy € L*=(R), alors :

/ [Yo(x)]" exp[W(£) Yo(x)] dx .
W= [ @
/Qexp [W(t)Yo(x)] dx 0

On peut alors récrire le systéme comme un modéle purement différentiel :

0:Y+V¢-VY =0,
Y(O) ) = Yo,

D¢ —p(t)Y = (1) (1),
V¢ : n‘BQ =0.

c—— 0 14/ 28]

Y. Penel (INRIA) Modélisation des bulles



2. ABV 2.2. Principe du maximum

Principe du maximum faible

Théoréme

Soit Y une solution faible de ABV[Yq, ¥, ] avec Yo € L(2). On suppose que

Yo est a valeurs dans [a, b] presque partout. Alors il en est de méme pour Y (t,-)
pour presque tout t.

Y. Penel (INRIA)

Modélisation des bulles



2. ABV o H 2.2. Principe du maximum

Principe du maximum faible (preuve)

Théoréme

Soit Y une solution faible de ABV[Yq, ¥, ] avec Yo € L(2). On suppose que
Yo est a valeurs dans [a, b] presque partout. Alors il en est de méme pour Y (t,-)
pour presque tout t.

On suppose (quitte & mettre a |'échelle) que [a, b] = [0, 1]. Raisonnons par I'absurde
en supposant qu'il existe w(t) C Q de mesure non nulle sur lequel Y(t,x) > 1.
Alors :

1
pon(t) = = Y27 (t,x) dx + = / Y27 (t,x) dx.
1] Jovw(e) 19 0]
20 —+x
n— +0o

D’od la suite diverge, ce qui est contradictoire avec son expression (Yy € [0,1]).
D'od Y(t,x) < 1.

Pour la positivité de Y, on raisonne sur la variable Z=1-Y < 1.

s —
Y. Penel (INRIA) Modélisation des bulles S



2.3. Etude du cas de la dimension 1

Perspectives

+ f + + X
L - —PBo BPo : L
—Bo—¢ Bo+e

si x € [-L,—Bo — €[U]Bo + ¢, L],
/\(2)(—1—'30 —|—1> si x € [-fo — €, —Pol,
- A(Zﬁo_x-i-l) SiXE[ﬁo,ﬂ0+€],
1 si x €] — fo, Pol-

Y. Penel (INRIA)



2. ABV 3 n 2.3. Etude du cas de la dimension 1

Réécriture simplifiée

En dimension 1, le systéme s’écrit plus simplement :

0:Y +udY =0,

Y(tZO?): YO)
g i I X+ L t I 1
u(t,x) = 9(t) (/_LY(t,x)dx— o7 /_LY(t,x)dx> )
soit encore :
x L
0 Y (t,x) + (1) (/ Y(t,y)dy — %LL Y(t,y) dy) 0, Y(t,x) = 0.
L L

En posant R(t,x) = / (Y(t,x") — pa(t)) dx’, I'équation intégro-différentielle se
-1
reformule en une EDO :

O R(t,x) +%(t)R(t,x)02 R = —pi(t),  R(t,L) = R(t,—L) =0.

S s EEVET]
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2.3. Etude du cas de la dimension 1

Méthode des caractéristiques

Pour Y2 € H?(—L, L), on introduit le probléme :

dx.
dt

= u(t,Xe(t;x0)),  Xe(0;%0) = Xo.

t — X.(t,-) établit un diffeomorphisme de (—L, L) dans lui-méme et est donc
inversible (pour t € [0, Z]).

La solution vérifie donc :
Ye(t,x) = Y2(X71(t; x)).

Cette formule permet de justifier que Y; conserve le méme profil que Y2, & savoir :

w Y (t,x) =1 pour x € [—Be(t), Be(t)];
w Y (t,x) =0 pour x & [—8:(t),5:(t)]:

Y. Penel (INRIA) Modélisation des bulles



2.3. Etude du cas de la dimension 1

Méthode des caractéristiques

Pour Y2 € H?(—L, L), on introduit le probléme :

dx.
dt

— Ue(t»Xe(t;XO))y Xe(0; x0) = Xo.
t — Xc(t,-) établit un diffeomorphisme de (—L,L) dans lui-méme et est donc
inversible (pour t € [0, Z]).
La solution vérifie donc :
Yo(t,x) = YEO(XE_l(t;X)).
On prouve formellement qu'il existe B(t) tel que S — B et 6. — B.
e—0 e—0

Probléme : .7, (prescrit par le théoréme d'existence en temps fini) tend vers 0
lorsque € — 0!

On prouve en fait que le temps d'existence de la solution est infini.

c———————— > "5 1a/ 2]
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2. ABV 2.3. Etude du cas de la dimension 1

Méthode des caractéristiques

B Xe(£: 30) = exp [/Otaxus (7, (75 %0)) dT] ,

— exp [/0 () [Ye (1, X (T x0)) — pe(7)] dT] ,
2Lexp [W(1) Y2 (x0)]

/7L exp [\Il(t)YEO(y)] dy

_ e¥(Y2(0) gyp [— / t¢(‘r)#e(7) dT] =
0

On intégre alors cette derniére égalité par rapport a xg, ce qui donne :

/Xo exp [W(t) Y2 (y)] dy
Xe(t; x0) = 2L _LL — L.

o [(W(t)Y2(y)] dy

e —— R [CVET]
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2. ABV 2.3. Etude du cas de la dimension 1

Méthode des caractéristiques

Soient Yy € L*=(—L, L) et 3 continue. Alors une solution faible globale en temps
de ABV[Yo, 9, Q] est donnée par Y(t,x) = Yo(0; (x)), ou ©;* est la
réciproque (par rapport a xg) de la fonction :

/ exp W (1) YO(y) dy
O(t,x0) =2L—

= L,

e V(t)Y°(y) dy

Idées de base dans la preuve
@ Changement de variables lipschitzien [Evans et Gariepy, CRC-Press, 1992].
@ Validité de I'équation caractéristique 6,0 = U(t, ©).

@ Calcul de la quantité : A(Y) := //y[atw + UBp](t, x) dtdx.

e ——
Y. Penel (INRIA) -
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es 2. ABV 3 on 2.3. Etude du cas de la dimension 1

Analyse des résultats en dimension 1

. Expression de |'unique solution pour Yy € H?(—L, L), globale en temps.
# Existence de solutions faibles globales en temps.

@ Pour Yy = 1|_g, g, il existe une solution de la forme 1;_g(s) 5(¢)]. ce qui
légitime I'étude de ce systéme dans le cadre de la modélisation des bulles.
Cette solution est explicite et peut étre obtenue grace aux relations de
Rankine et Hugoniot.

@ La méthode s'adapte au cas radial (en dimensions 2 et 3) et fournit
également des solutions explicites.

/5 19/ 2]
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es 2. ABV 3 2.4. Outils pour la simulation numérique du modéle

Schémas MOC

Objectifs
@ Simuler les solutions réguliéres de 'équation 8,Y + U - VY = f;
@ Atteindre I'ordre 2 en espace-temps.

Idée

La méthode des caractéristiques fournit I'égalité :

Y(t,x) =Y (t — At, X(t — At; t,x)) + /t f(o,X(0; t,x)) do,
t—At

pour X solution de :

dx
E:U(t,)((t;s,x)), X(s;5,x) = x.

Y. Penel (INRIA) Modélisation des bulles



2.4. Outils pour la simulation numérique du modéle

Schémas MOC

On se donne un maillage x; en espace et (t”) en temps. Pour f = 0, le schéma
s'écrit :
Y=y (en, ),

; & = X(t" " x).
Deux étapes

@ Calcul du pied de la caractéristique £ (montée a |'ordre 2 par un
développement limité de X autour de (t”, x;)

@ Approximation de Y (t”,£"), ne connaissant que les valeurs de la solution
aux nceuds du maillage (montée a I'ordre par une interpolation . ..d'ordre 2)
Choix
Garantir le principe du maximum.

CEE—————SSSSSSsSsSSl\lss )
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déles 2. ABV 3 onclusion 2.4. Outils pour la simulation numérique du modéle

Schéma MOC2

dx
Flot caracteristique : ar u(r, X(1;'5,x))
X(s;s,x)=s

Order 2 pour I’'approximation en temps :
2

A
X(t" " x;) = X (" ", x;) + At0: X (17 t", x;) + Tta;/\e(t"; t", x;)+O(At3)

Y. Penel (INRIA) Modélisation des bulles



1. Di nts modéles 2. ABV 3. Co on 2.4. Outils pour la simulation numérique du modéle

Schéma MOC2

dx
Flot caracteristique : ar u(r, X(1;'5,x))
X(s;s,x)=s

Order 2 pour I’'approximation en temps :
2

A
X(t" " x;) = X (" ", x;) + At0: X (17 t", x;) + Tta;/\e(t"; t", x;)+O(At3)

Etape d’espace : interpolation(s) du 2nd-ordre

Y. Penel (INRIA) Modélisation des bulles
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Schéma MOC2

dx
Flot caracteristique : ar u(r, X(1;'5,x))
X(s;s,x)=s

Order 2 pour I’'approximation en temps :
2

A
X(t" " x;) = X (" ", x;) + At0: X (17 t", x;) + Tta;/\e(t"; t", x;)+O(At3)

Etape d’espace : interpolation(s) du 2nd-ordre
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1. Di nts modéles 2. ABV 3. Co on 2.4. Outils pour la simulation numérique du modéle

Schéma MOC2

dx
Flot caracteristique : ar u(r, X(1;'5,x))
X(s;s,x)=s

Order 2 pour I’'approximation en temps :
2

A
X(t" " x;) = X (" ", x;) + At0: X (17 t", x;) + Tta;/\e(t"; t", x;)+O(At3)

Etape d’espace : interpolation(s) du 2nd-ordre

e ) 4o
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I I h I I I
I I I I I
Xj—1 Xj Xj+1 Xj+2
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1. Di nts modéles 2. ABV 3. Co on 2.4. Outils pour la simulation numérique du modéle

Schéma MOC2

dx
Flot caracteristique : ar u(r, X(1;'5,x))
X(s;s,x)=s

Order 2 pour I’'approximation en temps :
2

A
X(t" " x;) = X (" ", x;) + At0: X (17 t", x;) + Tta;/\e(t"; t", x;)+O(At3)

Etape d’espace : interpolation(s) du 2nd-ordre
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1. Di nts modéles 2. ABV 3. Co on 2.4. Outils pour la simulation numérique du modéle

Schéma MOC2

dx
Flot caracteristique : ar u(r, X(1;'5,x))
X(s;s,x)=s

Order 2 pour I’'approximation en temps :
2

A
X(t" " x;) = X (" ", x;) + At0: X (17 t", x;) + Tta;/\e(t"; t", x;)+O(At3)

Etape d’espace : interpolation(s) du 2nd-ordre
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es 2. ABV 3 clusion 2.4. Outils pour la simulation numérique du modéle

Schéma MOC2

dx
Flot caracteristique : ar u(r, X(1;'5,x))
X(s;s,x)=s

Order 2 pour I’'approximation en temps :
2

A
X(t" " x;) = X (" ", x;) + At0: X (17 t", x;) + Tta;/\e(t"; t", x;)+O(At3)

Etape d’espace : interpolation(s) du 2nd-ordre

g gn
Schéma : 9:%
6(1 -6 1-6)(2—-6

vt = o [Fye o gy L2020y ]
n 9(1+9) n n 0(1_0) n
+(1—a;j)[ S Y+ (1-) Y- =Y

Y. Penel (INRIA) Modélisation des bulles



dles 2. ABV 3 2.4. Outils pour la simulation numérique du modéle

Analyse du schéma

Stabilité inconditionnelle (au sens de Von Neumann)

Consistance inconditionnelle

2
S{I(At,AX) = i Y(tn+lixi) — %[Y(tnzxj—l) - 2Y(tnzxf) +Y(t",Xj+1)]

6
oY, 250) — 4Y(%, x) + 3Y (2", x40)] — Y(2",x540) .

Pour At = Ax®, on a :
w E7(AL, A) = O(AR), a < 1;
w ENAx*, Ax) = O(Ax?), a > 1.

Dans le cas général :

lim €(At, Ax) = O(Ax?) et Jim E(At, Ax) = o(At?).

At—

s
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2. ABV 2.4. Outils pour la simulation numérique du modéle

Advection avec terme source f(x) = cos(mx/2)

Solution a lteration 1

3F T T T T T T =
— Numerique
=== Exacte

N, = 100, N, = 450

c—————————————— 23/ 2s]
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2. ABV 2.4. Outils pour la simulation numérique du modéle

Advection avec terme source f(x) = cos(mx/2) -

Solution a l'teration 1

3F T T T T T T <
= Numerique
=== Exacte

N, = 100, N, = 450

c—————————————— 23/ 2s]
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es 2. ABV 3. Conclusion 2.4. Outils pour la simulation numérique du modéle

Simulations du modéle ABV

Données
a Q=[-1,1]
@ 1)(t) = 2cos(30t)
: Régularisations polynomiales de degrés 5, 1 et 0

«- 200 itérations, 500 points en espace

Approximation de la vitesse
i Xi+1N,—1 YP 4+ v

j+1
- 2 2

- n
j+1
j=1 j=1

1
Y'+Y.
Ur = p(t")Ax —

1
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2. ABV .4. érique du modéle

Solutions au temps final Solutions au temps final

1 08 06 04 02 o 02 04 06 08 1 “o1s 02 025 03 035 04 045 05 055

c O s B
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Solutions au temps final Solutions au temps final
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2. ABV 2.4. Outils pour la simulation numérique du modéle

Simulations du modéle ABV (F;)

Gomparaison des schemas pour le cas disconinu

=4~ MoC2
- DL
1 =6~ Upwind
— Exact
08
06
04F
02F
ol
K L L
015 02 025 03 035

Penel (INRIA)



2. ABV o H 2.4. Outils pour la simulation numérique du modéle

Simulations en dimension 2 (donnée irréguliére)
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2. ABV o H 2.4. Outils pour la simulation numérique du modéle

Simulations en dimension 2 (donnée irréguliére)
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3. Conclusion

Plan de la partie

© Conclusions et perspectives
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3. Conclusion

@ Résultats
m Existence et unicité de solutions classiques en temps fini

m Solutions (faibles et classiques) globales en temps en dimension 1, et en
dimensions 2 / 3 (symétrie radiale)

m  Formules explicites de solutions particuliéres et de la moyenne des solutions

m Construction d'un schéma en dimension 1 pour les solutions classiques,
inconditionnellement stable et consistant d’ordre 2

. e R
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V 3. Conclusion

@ Résultats
m Existence et unicité de solutions classiques en temps fini

m Solutions (faibles et classiques) globales en temps en dimension 1, et en
dimensions 2 / 3 (symétrie radiale)

m  Formules explicites de solutions particuliéres et de la moyenne des solutions

m Construction d'un schéma en dimension 1 pour les solutions classiques,
inconditionnellement stable et consistant d’ordre 2

. Perspectives
m Traitement des données L™ (solutions faibles) en dimension quelconque

m Justification de I'existence globale

m Extension du schéma 3 la dimension 2 et aux maillages cartésiens non
uniformes

. e R
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